NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali siirekli model I

Bir yas sinifinin (sayimlar arasindaki uzunluga da esit olan) At grup
uzunlugu sifira gidecek sekilde (12) ayrik modelini géz &niine alarak bir
stirekli-zaman modeli olusturabiliriz. n > k i¢in esitligi

k
X1,n = Z fixl,nfi (14)
i=1

seklinde yazilabilir. Ayrik modeldeki ilk yas sinifi iki ardisik sayim arasinda
dogan disileri icermektedir. Siirekli modelde karsilik gelen fonksiyon ise
x1,n = B(t,)AT olmak iizere tiim niifusun disi dogum orani B(t) olacaktir.
Eger n—yinci sayimin bir t, = nAT zamaninda yapildigini varsayarsak, bu
durumda xq ,—; = B(t, — t;)AT olur. f; = b;l; parametresinin siirekli
model karsiligini belirlemek icin, T yasina kadar canli kalan yenidogan
disilerin oranini veren yasa—bagli yasam fonksiyonu y(T) yu, ve T ve
T + AT yaslari arasinda bir disinin dogurdugu ortalama disi sayisini vereﬁ”—@
yasa-bagl dogurganlk fonksiyonu m(7) yu tanimlayalim. %
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Yasa-bagli net dogurganlik fonksiyonu f(7) = m(7)y(7) ve T; = iAT ile
birlikte
fi =f(T))AT

esitligine sahibiz. Bu yeni tanimlarla (14) esitligi
k
B(ta)AT =Y f(1;)B(t, — t;)(AT)?
i=1

seklini alir. Esitligi At ile boliip, t; = T; yi gbz 6niine alirsak sag taraf bir
Riemann toplamina donisiir. t, = t alip, disi dogurganlhk yasinin
maksimumundan biiyiik T lar i¢cin f(7) = 0 dersek, AT — 0 durumunda
(14) denklemi

B(t) :/ B(t — 7)f(7)dT (15)
0
esitligine doniisiir. @




Yasa dayali model

(15) denkleminde B(t) = e alirsak, denklem
e’ = / f(t)e' " Tdr
0

seklini alir. Denklemi e’ ile bolersek, Euler-Lotka denkleminin siirekli
formu olan

/Ooo f(t)e"dr=1 (16)

esitligini elde ederiz. (16) denklemi, yasa bagl net dogurganlik fonksiyonu
f(7) verilmek iizere, r ye gore bir integral denklemidir. (7) negatif
olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, (15) denkleminin tek bir r.
gercek kskiiniin var oldugu ve niifusun e ye asimptotik olarak biiyiidiigii
(r. > 0) veya azaldigi (r. < 0) ispatlanabilir. Niifus biiyiime orani r, asil
biiyiime orani veya Malthusyan parametresi olarak adlandirlir.

%
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F(r) = / f(t)e"TdT—1 =0 (17)
0
dersek, Newton yontemi ile, bir r = xp tahmini ile baslayarak, ¢6ziimiine
Xpn+1 = Xp — F(Xn)
n+ n F,(Xn)

/ f(t)e*Tdt —1
0

/ Tf(T)e > Tdt
0

— X+ n=012.

ardisik iterasyonlari ile yaklasabiliriz.

Asimptotik olarak kararl bir yas yapisina erisildikten sonra, niifus biiyiimesi

e iistel biiyiimesine benzer davranir ki bu da r, in kisi basi sabit dogum

orani b ve 8liim orani d den bulunabilecegini énermektedir. Gercekten, b
¢ cekten, B,

(7N

ve d nin ifadelerini elde ederek r, = b — d oldugunu goésterebiliriz. ‘:\&_},
¥

o LB = 4= = 9D




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Ciftcinsiyetli bir solucanin kulucka boyutu.

Genellikle dogal ayiklanma ile, evrimin r, Malthusyan parametresinin en
biiyiik oldugu niifusla sonuclanacagi ve dogal ayiklanmanin bu niifusu
olusturacak disilerin lehine olacagi kabul edilmektedir. "Caenorhabditis
elegans", biyologlarin {izerinde siklikla calistigl bir model organizmadir.
Yaklasitk 1000 hiicreden olusan cok hiicreli organizmalarin en basitlerinden
biridir. Cogunlukla disi olup, i¢ sperm iireterek kendi yumurtalarini
délleyebilen solucanlar ve cok az da olsa yavru iiretmek icin
ciftcinsiyetlilerle ciftlesmek zorunda olan erkekler.

Tipik bir solucan kisirlasmadan &nce yaklasik 250 — 350 déllenmis yumurta
uretmektedir. Dogal ayiklanma nedeniyle, bir solucanin hayati boyunca
uretecegi yavrularin belli anlamda optimal olma zorunda oldugunu kabul
etmek akla uygundur. Ciftcinsiyetli bir solucanin kulugka boyutunu
incelemek icin, bir yasa—dayali modelin nasil uygulanacagini gérelim.
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Solucan icin bir matematiksel model gelistirmeden 6nce hayvanin yasam
siireci hakkinda daha fazla ayrinti bilmemiz gereklidir: t = 0 aninda
déllenmis yumurta olusur. Yavrunun biiyiime dénemi sirasinda gelismemis
solucan doért larva evresinden gecer. Dérdiincii evrenin sonuna dogru ve
yetiskinlige gecmeden 6nceki son déniisiimiin hemen ardindan ciftcinsiyetli
solucan daha sonra kullanmak icin sperm iiretir. Solucan daha sonra
yumurta dretip, rettigi spermlerle yumurtayi asilayarak yumurtlar. Tim
spermler kullanildiktan sonra yumurta dretimi durur. Yavrunun biiyiime
evresinin 0 < t < g araliginda, sperm iiretiminin g < t < g + s araliginda
ve yumurta dretimi, asilama ve yumurtlamaninda g +s<t<g-+s+e
araliginda olustugunu kabul edelim.

sperm yumurta

0 g g+s g+s+e

yavru yetiskin

Figure: Bir ciftcinsiyetlinin basitlestirilmis bir zaman giz, isi. i
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g | biiylime siireci 72 sa.
s | sperm iiretme siireci 11.9 sa.
e | yumurta utiretme siireci | 65 sa.
p | sperm iiretme orani 24/sa.
m | yumurta iiretme orani | 4.4/sa
B | kulugka boyutu 286 ad.

Solucanin yasam-siireci modelinin tahmini parametreleri




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Solucanin sperm iiretimini neden sinirladigini anlamak istiyoruz.
Biyologlar disi ve erkekleri onlarin boyutlarina ve iireme hiicrelerinin
metabolik maliyetine gére tanimlamaktadirlar: spermler ucuz yumurtalar
ise pahalidir. Bu nedenle ilk bakista, bir solucanin iirettigi yavrularin neden
uretilen yumurta sayisindan ziyade, iiretilen spermle sinirli oldugu bir
bilmecedir. Solucanin daha fazla sperm iiretmesinin metabolizma disinda
gizli bir maliyeti olmak zorundadir. Temel biyolojiyi anlamak icin iki kisit
durumunu g6z 6niine almak aciklayici olacaktir: birincisi hic sperm
uretilmemesi, ikincisi ise sonsuz sayida sperm {iretimi durumu. Birinci
durumda sperm olmamasi ve ikinci durumda da yumurta olmamasi
nedeniyle solucan her iki durumda da yavru iiretmez. Daha fazla sperm
daha fazla yavru anlamina gelmesine ragmen daha fazla sperm ayni
zamanda gecikmis yumurta tretimi anlamina da geleceginden dolayi,
solucanin yumurtlamadan &nce sperm iiretmesi bir uzlasma durumudur.
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Dogal ayiklanmanin en biiyiik r Malthusyan parametresi ile niifus olusturacak
sekilde solucanlari evrimlestirdigini varsayacagiz.
Kulugka boyutu, iiretilen sperm sayisina ve ayni zamanda yumurtlanan yumurta
sayisina esit olup, bdylece

B = ps = me (18)
olur. m(T) yasa—bagli doguranlik fonksiyonu ve y(T) da yasa—bagli yasam
fonksiyonu olmak tizere, r ye gére Euler—Lotka siirekli denklemi (16),
f(t) = m(T)y(T) igin bir model gerektirmektedir. y(T) fonksiyonu
y' (1) = —pu(7)y(7) diferensiyel denklemini saglamakta olup, basitlik icin, d
yastan bagimsiz kisi basi 6liim orani olmak tizere, yasa—bagl 6lim fonksiyonu igin
11(T) = d kabul edelim. Daha agik¢asi solucanlarin yumurtlama sirasinda yaslilik
nedeniyle degil, avci, aclk, hastalik ve diger yastan bagimsiz nedenlerle ldiiklerini
kabul edelim. Bu makal bir kabuldiir ¢iinkii laboratuvarda solucanlarin
spermlerinin bitmesinden sonra haftalarca yasayabildikleri gézlemlenmistir.
Denklemi denklemini y(0) = 1 baslangi¢c kosulu altinda ¢ézersek

y(r)=e" "

elde ederiz.
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Yasa—bagli dogurganlik fonksiyonu m(7), AT yas araliginda iretilen
yavrularin beklenen sayisi m(T)AT olacak sekilde tanimlanir. Solucanin
g +s <1< g+ s+ e yaslarinda sabit bir m oraninda yumurtladigini
varsayarsak,

_fm gt+s<Tt<g+t+s+te
m(7) = { 0, diger zamanlarda

olur. (18), (19) ve (20) kullanilirsa, Euler—Lotka denklemi (16)
/ f(t)e""dt = / m(T)y(t)e ""dt
0 0

me t)Tdr =1 (21)

/g+B/p+B/m

g+B/p

seklini alir. m




integral degeri hesaplanirsa

me_(H_d)TdT

g+B/p+B/m
1 = /

g+B/p

= M ep)r+d) [1 _ g R(r+d)
r—|—d‘E ’ [1 ¢ ]

veya
(r+d)e®+2)+d) — [1 - e‘g(’“’)} (22)

olur.




Son esitlik r = r(B) kapali formunda yazilabilir. r = r(B) denkleminin B
nin bazi degerleri icin bir maksimuma sahip oldugunu géstermek icin g, p,
ve m nin Tablodaki degerleri ile,

F(r) = (r+ d)ele ) [1 — e=fir+)]

alip, verilen bir B degeri icin r = ry baslangic tahmini ile baslayip,

F(ra)
'n41 = I'n — F/(r )
n

iterasyonlari ile r ¢dziimiine yaklasabiliriz. Verilen B degerleri i¢in r = r(B)
nin grafigi Sekilde verilmistir. r nin maksimum degerinin deneysel
degerlerin %53 iine karsilik gelen B = 152 civarinda oldugu goriilmektedir.




Figure: r = r(B) nin grafigi. B = 152 kulucka boyutu civarinda Malthusyan
biiyiime orani r maksimumdur.




r nin maksimum oldugu B degeri icin dogrudan tek bir denklem de
belirleyebiliriz. B ye bagli tek deger r olmak iizere, (22) denkleminde B ye
gore tiirev alarak, dr/dB = 0 maksimum olma kosulunu kullanirsak,

(r+d)el8t9)td) = pe=f(rtd) (23)

elde ederiz. (22) denklemini (23) denklemine oranlarsak,

m B
_ M =2 (r+d)
1= [e 1} (24)
veya buradan
_m P
r+d_B|n(1+m) (25)

buluruz. (25) esitligi (22) veya (23) esitliginde kullanilirsa,

%(1+%>$+”§ In (1+%) =_Pm (26)

=otm

olur. i&%} ‘




(26) denklemi boyut analizi ile ii¢c parametreye indirgenebilir. x = mB/p
ve y = mg boyutsuz parametreleri ile (26) denklemi

ty

1 B\ & B B

seklini alir. Uc tane boyutsuz x, y, ve B parametresinden ikisi verildiginde
(27) denklemi ya y = y(x, B) den acik olarak ya da Newton ydntemi ile
coziilebilir. Tablodan elde edilen x ve y degerleri x = 52.5 ve y = 317 dir.
B =286 icin y = y(x) ¢dziimii, carpi ile gosterilen deneysel (x, y) degeri
ile birlikte Sekilde gosterilmistir.




. . M L
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x

Figure: B = 286 kulucka sayisi ile y nin x e gore (27) esitliginden elde edilen

¢oziim egrisi. B, m, p, g degerleri Tablo 1 den alinmistir. Carpi, carpili cember \
ici bos cember sirasiile f =1,1/3 ve 1/8 i¢cin y = mg ve x = mfB/p ye ka@
¥

gelmektedir. z
O 4@ =  ZTr 29




NP REEI Vo5 dayali model
Teorik sonug ile deneysel veri arasinda goriinen biiyiik fark modeldeki
temel kabulleri sorgulamamiza neden olmaktadir. Cutter (2004) tarafindan
Onerilen, "ergen yasta liretilen sperm oranini sabit tutup, yetiskin
iken iiretilen toplam sperm sayisimi maksimum yapma" kabulii
deneysel veriyle teorik sonu¢ arasinda bir uyum saglamistir. Bu nedenle
Sekilde goriildiigii gibi, toplam sperm iiretme siireci s yi yavru(ergen) (sg)
ve yetiskin (sy ) sperm iiretme siireci olarak s = sg + sy seklinde iki
parcaya bdlelim.

sperm yumurta

0 gBbe g g+sy grse

yavru yetigkin

Figure: Bir ciftcinsiyetlinin daha diizgiin bir zaman ¢izgisi.
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f yetiskin olarak iiretilen sperm oranini ve 1 — f de ergen olarak iiretilen
sperm oranini gostermek iizere

se=(1—"f)s, sy=fs (28)

olur. Boylece
sy =fB/p

olmak iizere, (20) esitligindeki yasa—bagli dogurganlk fonksiyonu

| m, gt+tsy<t<g-+sy+te
m(t) = { 0, diger zamanlarda

seklini alir. Bu durumda (21) denkleminde p — p/f degisimi olur. Bu
déniisiim ile (27) sonucunun x = mfB/f olmak iizere yine gecerli oldugu
goriiliir. f = 1/8 e karsilik gelen bos cember teorik sonucla deneysel
sonucun neredeyse cakistigini géstermektedir. f = 1/3 Cutter’in dnerisi
olup, sekildeki carpili cembere karsilik gelmektedir ki bu deneysel sonuc
f =1 e karsilik gelen agik cemberden yine daha yakindir.
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