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BULASICI HASTALIK MODELiI

Birinci diinya savasi sonrasinda Avrupa'da ortaya cikan ve ispanyol gribi
olarak adlandirilan grip salgini sonucu diinya ¢apinda 50 — 100 milyon arasi
insan dlmistii. 1980 lerden sonra gériinen AIDS viriisii nedeniyle de 25
milyondan fazla insanin dldugi bilinmektedir. Son zamanlarda da SARS,
kus gribi, domuz gribi, ebola gibi epidemikler giiniimiiziin kiiresellesen
diinyasinda ¢ok hizli sekilde yayilarak pandemik haline déniismekte ve
diinya capinda ¢liimlere yol agmaktadirlar.

Bu kesimde, endemik(yerel salgin), epidemik(bdlgesel salgin) veya
pandemik(kiiresel salgin) halindeki bulasici hastaliklarin en temel
matematiksel modellerini inceleyecegiz.
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En basit bulasici hastalik modelinde insanlari iki sinifa ayirabiliriz: Hastalik
bulasmasina duyarh kisi(Susceptible) ve hastalik bulasmis/tasiyici
(Infective) kisi. Duyarli kisinin hasta olmadigini ve tasiyicinin hasta
oldugunu diisiinebiliriz. Duyarl kisi tasiyici ile temasa gectiginde hasta
olabililecektir. Burada, her bir insanin diger bir insanla temasi olma sansi
esit olacak sekilde niifusun yapilandigini varsayiyoruz.




BULASICI HASTALIK MODELI  SI modeli

At zamaninda hastalik bulasan insanlarin sayisini géz 6niine alalim. Ragele
bir tastyicinin rasgele bir duyarl insana At zamaninda hastalik bulastirma
olasiligina BAt diyelim. Bu durumda, S duyarli ve / da tasiyici insan
sayisini gostermek tizere, At zamaninda toplam niifustan yeni hastalik
bulasanlarin beklenen sayisi BAtS/ olup, boylece

I(t+ At) = 1(t) + BAtS(t)I(t)

olur. O halde, At — 0 icin
dl
— = BSI 2
= BS (29)
)
bulunur. Bunu S LR I ile gosterelim. Simdi, dogum ve &liimleri gézardi
ederek, P = S 4 | olacak sekilde P niifusunun sabit oldugunu varsayalim.

Bu durumda (29) denklemini

dl /
= —BPI(1-—=
Gi=re (i p)

seklinde yazabiliriz ki bu, cevre tasima kapasitesi P ve biiylime orani ff Pz,
olan bir lojistik denklemdir. O halde, t — oo icin | — P olup, sonunda®

hastalik tiim niifusa bulasacak demektir.
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Tasiyici iyileserek tekrar duyarl hale gelsin. Tasiyicinin At zamaninda
iyilesme olasiligina yAt diyelim. Bu durumda At zamaninda iyilesenlerin
toplam sayisi yAtl olup, bdylece

1(t+ At) = I(t) + BAtS(t)I(t) — yAtl(t)
olup, At — 0 icin

dl
&~ BSI— 1
g = PSI = (30)
BsI
bulunur. Bu durumu S <:l> | ile gosterelim. (30) denkleminde S = P —/
ve !
pP " y
Ro = o (temel iireme(cogalma) oran) (31)
alinirsa Jl }
R R
l dt P(l — 1/§R0) @m
olur.




dl I
E:y(%o—l)l(l_m>

denklemi, biiyiime orani 7y (g — 1) ve tasima kapasitesi P(1 —1/%) olan
bir lojistik denklemdir. Eger biiyiime orani negatif, yani Ry < 1 olursa
hastalik yokolur ve eger biiyiime orani pozitif, yani Ry > 1 ise hastalik
endemik haline doniisiir. g > 1 oldugu bir endemik hastalik icin tasiyici
insan sayisi, t — oo icin, | — P(1—1/%Ry) tasima kapasitesine yaklasir.




Ro icin bir biyolojik yorum yapabiliriz. t = 0 aninda baslangi¢c enfeksiyonlu
bir bireyin ¢t aninda hala tasiyic kalma olasiligi y(t) olsun.. t 4+ At aninda
tasiyici kalma olasihigi, t aninda tasiyici olma olasiligi ile At siiresinde
iyilesmeme olasiliginin carpimi oldugundan

Y(t+At) = y(1)(1 - 9At)
ve At — 0 icin % = —7y ve y(0) = 1 olup, ¢dziimii

y(t)=e " (32)

dir.




BULASICI HASTALIK MODELI SIS modeli

(t, t+ dt) evresinde tek bir énciil tasiyici tarafindan iiretilen ikincil
enfeksiyonlarin beklenen sayisi; t aninda baslangic enfeksiyonlu tasiyicinin
hala tasiyici kalma olasihigi ile, tek tasiyicinin dt zamaninda drettigi ikincil
enfeksiyonlarin beklenen sayisinin carpimi yani y(t) x S(t)pdt ile verilir.
Tek tasiyicidan dretilen ikincil tasiyicilarin toplam sayisi P ye gére ¢cok
kiiciik kalsin. Boylece, tek bir dnciil tasiyicidan iiretilerek tamamen duyarli
bir niifusu tehdit eden ikincil tasiyicilarin beklenen sayisi

/oo,By(t)S(t)dt ~ ﬁP/ooy(t)dt
JO JO

— P / e Tt dt
0

i
v

olup, burada tasiyicilarin tasiyici olarak kaldiklari zaman siireci icin
S(t) ~ P yaklasimini kullandik. Eger tamamen duyarli bir niifusu tehdiz=z,
eden tek bir tasiyici iyilesmeden dnce birden ¢ok ikincil enfeksiyon iretirse;,/

bu durumda %o > 1 olup, hastalik endemik duruma dSnuSHE, o.ims wodeier 6>/
Nuri OZALP (Ankara Universitesi) ——MATEMATIKSEL BIYOLOJI — 93

5

Ot



BULASICI HASTALIK MODELI  SIR epidemik modeli

SIR epidemik modeli I

SIS modelinden farkli olarak; niifus, duyarh (Susceptible), tastyici
(Infective)ve etkilenmeyen—iyilesmis (Recovered) olmak iizere ii¢ sinifa
ayrilir.

Etkilenmeyen sinifindaki bireyler ne tasiyici ne de hastaliga duyarh
kisilerdir. (Ornegin, hastaligi gecirip iyileserek veya asilanarak bagisiklik
kazanmis, diger niifustan soyutlanmis veya hastaliktan dlmiis kisiler gibi).
SIS modelinde oldugu gibi, tastyicilarin / sinifini sabit 7 oraninda terk
ettiklerini, fakat dogrudan R sinifina girdiklerini kabul edelim. Bdylece
modelin hareket cizgesi

Sl I
S 'B—> I 5 R

seklini alir ve karsilik gelen diferensiyel denklem sistemi de

ds dl dR

— =—BSI, — =pBSI—vl, —=ql 33

g~ F g Pl g = (33)
olur. Burada S + [ + R = P olmak iizere niifus boyutunu sabit kabul s,
ediyoruz. 2
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SN SRR SR cpidemik modeli

Niifus boyutu icin P yi ve zaman icin de ! i kullanarak, (33) sistemini
boyutsuzlastiralim; yani

S=S/p, 1=1/P, R=R/P, t=nqt

alarak ve boyutsuz temel iireme oranini

Ro = ﬁf (34)

seklinde tanimlayarak, S5 + 7+ R = 1 boyutsuz kisiti ile, (33) sistemini

X

d andl an A d
Sz RoST, = = ReST—1, d

A - 2 :7
dt dt (35)

~+>

seklinde yazalim.

Soru: Hangi kosullar altinda bir epidemik olusur?
Eger epidemik olusursa, niifusun ne kadari hastaligi kapar?
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BULASICI HASTALIK MODELI SIR epidemik modeli
Sistemin denge noktasi, bir parametreye bagh (5., 7., R,) = (5.,0,1 - 5,)
noktalandir. Az sayidaki tasiyicinin duyarli niifusa karismasi ile tasiyici
sayisini artirmasi sonucu bir epidemik olusur. (35) sisteminin bir denge
noktasinda bir baslangi¢ niifusu kabul edip, bu niifusa az sayida tasiyici
ekleyerek bu denge noktasini biraz degistirebilir ve bu noktanin kararliligini
belirleyebiliriz. Denge noktasi kararsiz oldugunda bir epidemik olusur. (35)

sistemindeki sadece pr icin olan denklem g6z 6niine alinarak lineer
kararlilik problemi céziilebilir. 7 < 1 ve 5§~ 5y = Sy/P alirsak,
di . .
77 = (oS —1)

olup, bsylece 135y — 1 > 0 icin epidemik olusur. O halde

A S
RoS = 570 >1 (36)
icin bir epidemik olusur ki bunu tahmin edebilirdik. Eger Sy sayidaki .
duyarli niifusa eklenen her bir tasiyici birey ortalama olarak birden ¢cok g’*”“‘;"“

kisiyi tasiyici yaparsa bu durumda epidemik olusur.
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Eger bir epidemik olusursa, niifusun ne kadari hastalanir?

Basitlik icin Sy = 1, yani niifusun tamaminin hastaliga duyarli oldugunu
kabul edelim. (35) sisteminin ¢dziimiiniin zamana gore asimptotik olarak
bir denge noktasina yaklastigini (ve bdylece tasiyicilarin son sayisinin 0
olacagini ) umuyoruz.

Bu denge noktasini, R niifusun hastalik kapanlarinin kesiri olmak iizere,
(§,7, IA?) =(1- R, 0, RX,) olarak tanimlayalim. R, 1 hesaplamak icin,
(35) sisteminde d5/dt = (d5/dR)(dR/dt) degisken degistirmesi
yaparsak

1-Re (5 Re

U0y

dS  d5/dt

= = ~ = —%05 :>/ i — %od/‘?
dR  dR/d% S 1
i A
1— R, — efoToRke — (37)

elde ederiz. ﬁ“?\%




e PR OIC R ORERI SR epidemikmodeli
Uygun Ry baslangic kosullari altinda bu esitlik Ry a gdre lineer olmayan
bir denklem olup, Newton yéntemi gibi niimerik bir yontemle coziilebilir.
Sekilde goriildiigii gibi Jty degeri biiyiidiikce, enfeksiyon sayisinda patlama
olusmaktadir. Bu hizli artis esik fenomeni olarak bilinen olguya klasik bir
ornektir.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Asilama

Hepatit A ve B, difteri, kolera v.b. gibi bulasici hastaliklar icin asilar
mevcut olup, asilama y6ntemiyle epidemikler 6nlenebilmektedir.
Epidemik davranisin 6niine gegmek icin toplumun tiimiiniin asilanmasi
gerekmez

Nifusun asilanan oranini p ile ve epidemik davranisi dnlemek icin gerekli
minimum orani da p* ile gosterirsek, bu durumda p > p* icin epidemik
olusmayabilir. Epidemigin olusmamasi nedeniyle asilanmayan insanlar bile
emniyette kalacagi icin, p > p* saglanmasi durumuna niifus siirii
korunumunu sagliyor diyoruz.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Asilama

SIR modelinde asilanmamis bireylerin duyarli(S) sinifinda ve asilanmislarin
ise etkilenmeyen(R) sinifinda kalacagini kabul edersek, bu durumda
baslangic niifusu (5,7, R) = (1 — p, 0, p) seklini alacaktir. (36) epidemik
olusma kosulundan dolayi, 5 = 1 — p olmak iizere, 3 (1 — p) > 1
durumunda epidemik olusacaktir. O halde, bir epidemigi 6nlemek icin
asilanmasi gereken minimum niifus kesri

1

pe =1 R
dir. Asilanan niifusun daha kiiciik bir yiizdesi ile, niifus siirii korunumunu
saglayabileceginden dolayl, iy in daha kiiciik degerlerine karsilik gelen
hastaliklarin 9ty in daha biiyiik degerlerine karsilik gelenlere gére yokolmasi
daha kolaydir. Ornegin diinya capinda g ~ 4 e karsilik gelen cicek
hastaligi yok olmasina ragmen, Ry =~ 17 ye karsilik gelen kizamik hastaligi
bazen salgin hale gelebilmektedir.

i
s
c 2
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SIR endemik modeli .

Endemik hastaliklarin giiclenmesi uzun zaman siirecinde olur. b dogum
oranini, d hastalk haricindeki nedenlerden dolayi 6lenlerin oranini, ¢ de
hastalik nedeniyle 6lenlerin oranini gostersin ve bdylece R de bagisikli sinif
olsun. Bu durumda bir endemik model cizgesi

cl
bP BSI i
— Oy »] — R
ds dl dR




e VOISR ORERI SR endemik hastallkemodelil
P =541+ R olmak iizere, karsilik gelen diferensiyel denklem sistemi de

S pp_bsi—ds

dt

dl

dR

— = vgl—d.R

dt 7

olur. Bu modelde, P kendi basina

dP
— = (b—d)P—cl 39
= (b—d)P—c (39)

diferensiyel denklemini saglamakta olup, sabit olmasi gerekmez. Bir
hastaligin bir niifusta endemik olmasi icin dl /dt nin negatif olmamasi
gerekir ki bu da

BS

>
c+d+vy
olmasi demektir. Bir hastaligin bir niifusta endemik olmasi igin, yeni =y
doganlarin yeni duyarli sinifa sonsuz kaynak saglamasi gerekir. ‘

L=




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saglk sorunu ortaya koymaktadir.




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saglik sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.




BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir
siirecle mutasyona ugrasin.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir
siirecle mutasyona ugrasin.

Soru: Niifus icindeki kaba bir viriis mutasyonlu viriise hangi
kosullarda doniisiir?
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

Mikro-organizmalar ¢evrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

Bakteriler ve virtisler 6liimciil evrimlesmeyle sonuclanan iireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir
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siirecle mutasyona ugrasin.

Soru: Niifus icindeki kaba bir viriis mutasyonlu viriise hangi
kosullarda doniisiir?

Matematiksel deyimle, endemik hastaligin dengesinin mutasyonla b|r
olumcil yapiya gecisinin lineer kararliigini belirlemek istiyoruz.

Biyoloji_ve Biyokimya Modelleri 72/
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

@ Orjinal kaba viriisiin enfeksiyon orani 3, etkilenmeyen orani vy,
hastalik-nedenli 6liim orani ¢ ve mutasyonlu viriisiin karsilik gelen
oranlari da sirasi ile B/, 7/ ve ¢’ olsun.

@ Ayrica, kaba veya mutasyonlu viriisten biriyle enfekte olan bir bireyin
her iki tipin de daha sonraki formlarina karsi bagisiklik kazandigini
varsayalim.

Model, bu durumda, tek bir duyarli S sinifi, hangi viriisiin enfeksiyona
neden olduguna bagh olan, iki farkli tasiyici / ve /" sinifi ve tek bir
etkilenmeyen R sinifina sahiptir. Modele uygun cizge

(d+o)l

BST V24
2y

b,

ds L —»
BSI' ,r

(d+c)I'

dR

«——=
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Diferensiyel denklem sistemi

dS

Pl bP —dS — S(BI + B'I") (40)
dl

= BSI — (y+d+c)l (41)
dl/ / ! / AYL

i B'SI"— (v +d+c)l (42)
% = yl+9'I"—dR (43)

Eger niifus baslangicta kaba viriisle dengede ise, bu durumda / # 0 olmak
iizere dl /dt = 0 olup, S icin denge noktasi (41) den

_y+d+c
p

olarak belirlenir ki bu bir birim temel tireme orani S, /(v + d + ¢) ye gz,
karsilik gelir. ‘7

S, (44)

=} By «=> = =)




Bu endemik hastalik dengesini mutasyonlu viriis tasiyan az bir tasiyici
ekleyerek, yani I’ nii kiiciik alarak, degistirebiliriz. Kararlilik problemini
Jakobiyen analizi yaparak ¢dzmek yerine, (42) denkleminde S yerine (44)
ile verilen S, 1 alarak

/
dl — [ﬁle—(’yl—{—d—FC/)] !

dt B
elde ederiz. Eger

{ﬁ’%m > (7 +d+ c’)}

veya

[’Y’+lil/+c’>’)’+’f/+c} (45)

ise, bu durumda /’ iistel olarak biiyiir.




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

Q (B’ > Bicin ) daha kolay yayilacak,




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B > Bigin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 ic¢in ) insanlari daha uzun siire hasta birakacak, ve




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B > Bigin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 igin ) insanlan daha uzun siire hasta birakacak, ve

© (¢’ < cigin ) daha az slimciil olacak sekilde evrimlesmeye
yonelecegini 6nermektedir.




BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B’ > Bicin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 ic¢in ) insanlari daha uzun siire hasta birakacak, ve

@ (¢’ < cicin ) daha az sliimciil olacak sekilde evrimlesmeye
yonelecegini 6nermektedir.

@ Diger bir deyisle; viriisler kendi temel tireme oranlarini artirmak icin
evrimlesirler. Ornegin, modelimiz viriislerin daha az &liimciil olarak
evrimlesecegini 6nermektedir, ¢linkli 6lim hastaligi yaymaz. Bununla
beraber, (6liiniin, yeterince dikkat edilmeden, aile bireyleri tarafindan
yikanmasi gibi nedenlerden dolayi) éliiniin hastalik yaymasi durumda
bu model gecersizdir.
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BiYOKIMYASAL TEPKIMELER I

Molekiiler biyolojinin 6zel molekiiller ve onlarin tepkimeleri konusuna
odaklanan bir dali, veya kimyanin canli organizmalarda ortaya ¢ikan
karmasik kimyasal tepkimelere odaklanan bir dali.

5000 yil 6nce ekmegin maya kullanilarak iiretilmesi.

Modern biyokimyanin baslangici:Friedrich Wohler'in 1828 de, organik
bilesenlerin yapay olarak da iiretilebildigini gbsteren, lire sentezi lizerine
yaptigi calismasi.

Bu kesimde kiitle devinim yasasi olarak bilinen bir kimyasal tepkime icin
kullanish bir model; ve enzim (maya) karisimh kimyasal tepkimeler icin
model verecegiz.

Enzim kinetiklerinin matematiksel modelini kullanarak ii¢ temel enzimatik
ozelligi goz oniine alacagiz: rekabetli engelleme, oynak engelleme ve
pekisim. Son olarak da ilac emilim kinetigine bir 6rnek olusturacagiz.
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