1.5.2 Konvoliisyon

X;, i =1,2,..,n negatif degerler almayan kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu

durumda §,, de negatif degerler almayan bir rastgele degisken olur.
Sz = Xl + Xz
P(S; <x) =?

S, = X; + X, = x olsun. Bu durumda X, j degerini 0 < j < x, X;, x — j degerini alir.

(X; ve X, birbirinden bagimsiz)

P(S, <) = ) P(Xy <x =P, =)
=0

S3=5,+X; (S, ve X5 bagimsizdir)

P(S;<x) = ) P(Sp < x—DP(Xs = ))
j=0

ve genel olarak

P(Sa <) = ) P(Sps <= DP(Xn =) 0
j=0

biciminde elde edilir.

P(Sa=x)= ) P(Spy=x=DP(Xy =)
j=0

X,'in dagihm fonksiyonu F ve f; = P(X; = j) olsun.
F™(x) = P(S, < x) (n katli konvoliisyon)
Bu durumda (1) esitligi

P00 = ) O =) f
=0

J
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0, x<0d1r

1x _ 0 —
olur. Burada F** = Fve F%*(x) = {1, x> odr

Benzer sekilde f™*(x) = P(S,, = x) olarak tanimlanirsa

X

fn*(x) — fo(fj_l)*fj

j=0

olur. Burada f* = f ‘dir.
F, (0, c0)da siirekli bir dagilim oldugunda n kath konvoliisyonlar asagidaki gibi

yazilir:

X

e (x) = f F=D*(x — ) f(y)dy
0

ve

) = f £ (x = ) F()dy
0

Ornek: {X;}I* ;rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve ortalamasi 1/ olan

listel dagima sahiptir. S;,’nin dagilimi nedir?

Coziim: n = 2 olsun.

X

£ = [ foe= 9 Iy = [ Ae e vay

0
x x
= )2 f e ~Ax+tAy-1y dy — Aze—/le 1dy
0 0

= 2eMx

- Sz = X1 + X2~)/(2, A)

n = 3olsun. S3 = S, + X3
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X X

300 = ] 2 (=) )y = f () f(x — y)dy

0 0
x x
— -]-/12 e—/lyyle—ﬁ(x—y)dy — A3je—2y—/lx+/1y ydy
0 0

X
1
— A3e—ﬂx j ydy — §A3e—ﬂxx2
0
= S,~y(3,4) olur. O halde n i¢in S,;~y(n, 1) ‘dir.

1.5.3 Kesikli Rastgele Degiskenler icin Ardisik Yineleme

X, kesikli ve negatif olmayan degerler alan bir rastgele degisken olsun. Ardisik

olarak S,,'nin olasilik fonksiyonunu hesaplamak miimkiindiir.
fi = P(X; =j)ve gj = P(S,=j), j=012,..

X, ‘in olasilik iireten fonksiyonu Py ,

Py(r) = Z ! f;
j=0
S, /nin olasilik iireten fonksiyonunu Ps
P = ) gy
k=0

ile gosterilsin. Moment ¢ikaran fonksiyondaki gibi aralarindaki iliskiden

Ps(r) = [Px(r)]"

yazilir. r’ye gore tiirev alinirsa

Ps'(r) = n[Px(M]"'Px'(r)

elde edilir. Her iki taraf Py (r) ile ¢arpilirsa,
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TPy (r)Ps' (r) = rPx (r)n[Py(r)]™*Px'(r)
= nr[Py(r)]"Px' (1)

erfj err"_lgk = Zrkgk ijrj_lf]-

=0 k=0 k=0 =0
T DT S 0
=0 k=1 k=0 =1

g ifadesini bulabilmek icin yukaridaki esitligin her iki tarafinda r*katsayisi elde
edilsin. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra yukaridaki ifade,

x—1 x
xgxfO + Z(x _j)f}'gx—j = anf}'gx—j
j=1 j=1

olur. Buradan g, cekilirse,

9 = %Z [+ 2 -1] e,
j=1

olarak elde edilir. Burada g, = f," ‘dir.

Ornek: {X;}}_,rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ayn1 dagilimhdir. Olasihik
fonksiyonu f; = P(X; = j)

fO S 0.4 fl = 0.3 fz S 0.2 f3 S 0.1

ile verilsin. S, = Y, X; olsun. Ardisik olarak P(S, = r), r = 1,2,3,4 hesaplayiniz.

Coziim:
go = P(S, =0) = f,* = (0.4)* = 0.0256

fi=0, j=456,..

e i e

j=1
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91

%2[ 1]]3 i = ¢ ((5)1(1) )flgo =%4f1g0 = 0.0768

9>

%i [__ 1] fi92-j = 7 [(5 - 1) fig1+ (5 — 1)f290] 0.1376

%Z [ ]f;gs - =7 [(5 - 1)f192 (?_ 1) f291 + (1?5_ 1)f3go] = 0.1840

94=%0]Z:[%— ]f,g -j 7[@—1)1‘9 +(%—1)fg +($—1)fg +5fg] 0.1905
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