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4. KOLEKTİF RİSK MODELİ 

 

Kısa dönemde toplam hasar miktarı ile ilgilenilir(örneğin 1 yıl). Toplam hasar miktarı 

𝑆 rastgele değişkeni ile gösterilir. Burada S’nin dağılım fonksiyonu ve momentleri elde 

edilecektir. 

 

4.1 Model 

𝑆 rastgele değişkeni bir yıllık dönemde meydana gelen hasarların toplamı, 

𝑁 bir yıllık dönemde meydana gelen hasar sayısı 

olsun.  

𝑆 = ෍ 𝑋௜

ே

௜ୀଵ

 

𝑁 = 0 iken 𝑆 = 0 olur (hiç hasar yokken toplam hasar sıfır olur) 

 

Bu noktada iki önemli varsayım yapılmıştır: 

1. {𝑋௜}௜ୀଵ
ே  birbirinden bağımsız ve aynı dağılımlı 

2. 𝑁, {𝑋௜}௜ୀଵ
ே ’den bağımsız. 

 

 

4.1.1  𝑺’nin Dağılımı 

 

𝐺(𝑥) = 𝑃(𝑆 ≤ 𝑥) → Toplam hasarın dağılım fonksiyonu 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋ଵ ≤ 𝑥) →Bireysel hasar miktarlarının dağılım fonksiyonu 

𝑝௡ = 𝑃(𝑁 = 𝑛), {𝑝௡}௡ୀ଴
ஶ → Hasar sayısının olasılık fonksiyonu 

  

 

(𝑆 ≤ 𝑥) = ⋃ {𝑆 ≤ 𝑥 ve 𝑁 = 𝑛}ஶ
௡ୀ଴  biçiminde gösterilir. 

 

𝐺(𝑥) = 𝑃(𝑆 ≤ 𝑥) = ෍ 𝑃{𝑆 ≤ 𝑥 ve 𝑁 = 𝑛}

ஶ

௡ୀ଴
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𝑃{𝑆 ≤ 𝑥 ve 𝑁 = 𝑛} = 𝑃{𝑆 ≤ 𝑥 |𝑁 = 𝑛}𝑃(𝑁 = 𝑛) 

 

𝑃{𝑆 ≤ 𝑥 |𝑁 = 𝑛} = 𝑃 ൭෍ 𝑋௜ ≤ 𝑥

௡

௜ୀଵ

൱ = 𝐹௡∗(𝑥) 

Böylelikle 𝑥 ≥ 0 için, 

𝐺(𝑥) = ෍ 𝑝௡𝐹௡∗(𝑥)

ஶ

௡ୀ଴

 

 

elde edilir. Burada 𝐹଴∗(𝑥) = ൜
1, 𝑥 > 0
0, 𝑑𝑦

   dır. 

 

Tam sayı değer alan bireysel hasar miktarı durumunda ise olasılık fonksiyonu  

 

𝑓௝ = 𝐹(𝑗) − 𝐹(𝑗 − 1), 𝑗 = 1,2,3, … 

olsun. 𝑆’nin olasılık fonksiyonu {𝑔௫}௫ୀ଴
ஶ  

 

𝑔௫ = ෍ 𝑝௡𝑓௑
௡∗

ஶ

௡ୀ଴

, 𝑔଴ = 𝑝଴, 𝑥 = 1,2,3, … 

 

olarak verilir. Burada 𝑓௑
௡∗ = 𝑃(∑ 𝑋௜ = 𝑥௡

௜ୀଵ )’dir. 

 

4.1.2  𝑺’nin Momentleri 

 

Koşullu beklenen değer yardımıyla hesaplanabilir. 𝑌 ve 𝑍 momentleri olan iki 

rastgele değişken olsun. 

 

𝐸[𝑌] = 𝐸ൣ𝐸[𝑌|𝑍]൧ 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸ൣ𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑍]൧ + 𝑉𝑎𝑟ൣ𝐸[𝑌|𝑍]൧ 

O halde 𝑆’nin beklenen değeri 

𝐸[𝑆] = 𝐸ൣ𝐸[𝑆|𝑁]൧ 

olur.  
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𝑚௞ = 𝐸൫𝑋ଵ
௞൯, 𝑘 = 1,2,3, …  olsun. 𝑆 = ∑ 𝑋௜

ே
௜ୀଵ  olduğundan 

 

𝐸[𝑆|𝑁 = 𝑛] = 𝐸 ൥෍ 𝑋௜

ே

௜ୀଵ

൩ = ෍ 𝐸[𝑋௜]

௡

௜ୀଵ

= 𝑛𝑚ଵ 

dolayısıyla 

𝐸[𝑆|𝑁] = 𝑁𝑚ଵ 

𝐸ൣ𝐸[𝑆|𝑁]൧ = 𝐸[𝑁𝑚ଵ] = 𝐸[𝑁]𝑚ଵ 

 

olur, yani beklenen toplam hasar miktarı, beklenen hasar sayısı ile her bir hasarın 

beklenen değerinin çarpımına eşittir. 

 

Benzer şekilde, 

 

𝑉𝑎𝑟[𝑆|𝑁 = 𝑛] = 𝑉𝑎𝑟 ൥෍ 𝑋௜

ே

௜ୀଵ

൩ = ෍ 𝑉𝑎𝑟[𝑋௜]

௡

௜ୀଵ

= 𝑛(𝑚ଶ − 𝑚ଵ
ଶ) 

 

𝑉𝑎𝑟[𝑆|𝑁] = 𝑁(𝑚ଶ − 𝑚ଵ
ଶ) 

 

Bu ifade koşullu varyans tanımında yerine konursa, 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑆) = 𝐸ൣ𝑉𝑎𝑟[𝑆|𝑁]൧ + 𝑉𝑎𝑟ൣ𝐸[𝑆|𝑁]൧ 

= 𝐸[𝑁(𝑚ଶ − 𝑚ଵ
ଶ)] + 𝑉𝑎𝑟[𝑁𝑚ଵ] 

= 𝐸[𝑁](𝑚ଶ − 𝑚ଵ
ଶ) + 𝑉𝑎𝑟[𝑁]𝑚ଵ

ଶ 

olarak elde edilir. 

 

Aynı şekilde 𝑆’nin moment çıkaran fonksiyonu elde edilebilir: 

𝑀ௌ(𝑡) =  𝐸[𝑒௧ௌ] = 𝐸ൣ𝐸[𝑒௧ௌ|𝑁]൧ 

 

 

𝐸[𝑒௧ௌ|𝑁 = 𝑛] = 𝐸 ൥exp ൝𝑡 ෍ 𝑋௜

ே

௜ୀଵ

ൡ൩ = ෑ 𝐸[exp{𝑡𝑋௜}]

௡

௜ୀଵ

, 𝑋௜
ᇱler bağımsız 
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𝐸[𝑒௧ௌ|𝑁 = 𝑛] = [𝑀௑(𝑡)]௡, 𝑋௜
ᇱler aynı dağılımlı 

 

Burada 𝑀௑(𝑡) = 𝐸[exp{𝑡𝑋ଵ}]’dir. O halde  

𝑀ௌ(𝑡) = 𝐸[𝑀௑(𝑡)ே] = 𝐸[exp{log 𝑀௑(𝑡)ே}] 

= 𝐸[exp{𝑁 log 𝑀௑(𝑡)}]              

𝑀ௌ(𝑡) = 𝑀ே[log 𝑀௑(𝑡)]                                     

 

Benzer şekilde 𝑋 kesikli rastgele değişkeni negatif olmayan tam sayılarda tanımlı 

olduğunda 𝑃௫ olasılık çıkaran fonksiyonu kullanılarak 

 

𝑃ௌ(𝑟) = 𝑃ே[𝑃௑(𝑟)] 

 

yazılır. 

  


