
38 
 

3.2.5  Sıfır Fayda Prensibi 

 

Sigortanın fayda fonksiyonu 𝑢(𝑥)  olsun ve 𝑢ᇱ(𝑥) > 0  ve 𝑢ᇱᇱ(𝑥) < 0  özelliklerini 

sağlasın. 

𝑢ᇱ(𝑤) = 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝑋)] 

Dolayısıyla prim 𝑤’ya bağlıdır. 

 

İstisna: 𝑢(𝑤) = −exp {−𝛽𝑥},    𝛽 > 0 olduğunda 𝑤’ya bağlı olmaz 

 Π௑ = 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔 𝐸[exp {−𝛽𝑥}]  üstel prensip 

 

i. 𝑢ᇱ(𝑤) = 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝑋)] ≤ 𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝐸(𝑋)) 

𝑢ᇱ(𝑥) > 0 olduğundan  Π௑ > 𝐸(𝑋) ‘dir. 

ii. Toplamsallık üstel durum hariç sağlamaz 

Π௑భା௑మ 
= 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔𝐸[exp{ 𝛽(𝑋ଵ + 𝑋ଶ)}] 

= 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔𝐸[exp{𝛽ଵ𝑋ଵ}]𝐸[exp{𝛽𝑋ଶ}] 

= 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔𝐸[exp{𝛽𝑋ଵ}] + 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔𝐸[exp{𝛽𝑋ଶ}] 

= Π௑భ
+ Π௑మ

 

 

iii. 𝑢(𝑥) = −exp {−𝛽𝑋}      𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎ଶ)            𝑌 = 𝛼𝑋,     𝛼 > 0 

Π௑ = 𝛽ିଵ𝑙𝑜𝑔𝐸[exp(𝛽𝑋)]=𝛽ିଵ ቀ𝛽𝜇 +
ఙమఉమ

ଶ
ቁ = 𝜇 +

ఙమఉ

ଶ
 

Π௒ = 𝛼𝜇 +
ఈమఙమఉమ

ଶ
≠ 𝛼Π௑  olduğundan sağlanmaz. 

 

iv. 𝑌 = 𝑋 + 𝑐 iken Π௒ 

𝑢(𝑤) = 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௒ − 𝑌)] = 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௒ − 𝑋 − 𝑐)]           

= 𝐸[𝑢|𝑤(𝑤 + Π௒ − 𝑐 − 𝑋) 

⇒ Π௒ = Π௑ + 𝑐 

 

v. No-ripoff  𝑤 + Π௑ − 𝑋 ≥ 𝑤 + Π௑ − 𝑥𝑚 

𝑢(𝑤) = 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝑋)] ≥ 𝐸[𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝑥𝑚)] = 𝑢(𝑤 + Π௑ − 𝑥𝑚) 

𝑢ᇱ(𝑥) > 0 olduğundan   Π௑ − 𝑥௠ ≤ 0 
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3.2.6  Esscher Prensibi 

 

Esscher prim ilkesi aşağıda verilmektedir. 

 

Π௑ =
𝐸[𝑋𝑒௛௑]

𝐸[𝑒௛௑]
, ℎ > 0 

 

𝑋, (0, ∞)’da f yoğunluk fonksiyonuna sahip bir r.d. olduğu varsayılsın ve 𝑔 fonksiyonu 

aşağıdaki gibi tanımlansın. 

 

𝑔(𝑥) =
௘೓ೣ௙(௫)

∫ ௘೓ೣ௙(௫)ௗ௫
ಮ

బ

             𝑋෨ r.d. nin yoğunluk fonksiyonu         

   

𝐺(𝑥) =
∫ ௘೓೤௙(௬)ௗ௬

ೣ
బ

ெ೉(௛)
      ℎ parametreli F’nin Esscher dönüşümü 

 

𝑋෨  rastgele değişkeninin beklenen değeri Esscher primini vermektedir. Önce 𝑋෨ ’nın 

moment çıkaran fonksiyonu elde edilsin. 

 

𝑀௑෨ (𝑡) = න 𝑒௧௫𝑔(𝑥)𝑑𝑥
ஶ

଴

 

 

𝑔(𝑥) yerine yazılırsa, 𝑋෨’nın moment çıkaran fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılır:  

  

𝑀௑෨ (𝑡) =
𝑀௑(𝑡 + ℎ)

𝑀௑(ℎ)
 

O halde Esscher primi 

Π௑ = 𝐸(𝑋෨) 

biçimindedir. 

 

 

Örnek: 𝐹(𝑥) = 1 − exp {−𝜆𝑥}, 𝑥 > 0 olsun. ℎ parametreli 𝐹’nin Esscher dönüşümünü 

bulunuz. (ℎ < 𝜆) 
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Çözüm:𝑋~𝐹 ⇒ 𝑀௑(𝑡) =
ఒ

ఒି௧
 

𝑀௑෨ (𝑡) =
𝑀௑(𝑡 + ℎ)

𝑀௑(ℎ)
=

𝜆/(𝜆 − 𝑡 − ℎ)

𝜆/(𝜆 − ℎ)
 

 

=
𝜆 − ℎ

𝜆 − 𝑡 − ℎ
                    

O halde  𝑋෨~𝐸𝑥𝑝(𝜆 − ℎ)’dır. 

𝑋෨’nın dağılım fonksiyonu, 

𝐺(𝑥) = 1 − exp{−(𝜆 − ℎ)𝑥} 

 

ve 𝑋෨’nın olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

𝑔(𝑥) = (𝜆 − ℎ) exp{−(𝜆 − ℎ)𝑥} 

olur. 

 

 

Örnek: 𝑋~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆 = 1), ℎ < 1 parametreli Esscher prensibine göre primi bulunuz. 

 

Çözüm: Önceki örnekte üstel dağılımının Esscher dönüşümü (𝜆 − ℎ)  parametreli 

üstel olarak bulunumuştu. 𝜆 = 1 olduğundan Esscher primi, 

Π௑ = 𝐸൫𝑋෨൯ =
1

1 − ℎ
 

olur. 

 

 

Özellikleri sağlayıp sağlamadığına bakılsın. 

 

i.  Esscher prensibi negatif olmama özelliğini sağlar. Bu durum şu şekilde 

gösterilir. 

ℎ = 0 için      𝑀௑෨ (𝑡) =
ெೣ(௧ା௛)

ெೣ(௛)
 

𝑀௑෨ (𝑡) =
𝑀௫(𝑡)

𝑀௫(0)
 

Dolayısıyla 𝐸൫𝑋෨൯ = 𝐸(𝑋) = Π௑ 

𝜆 − ℎ parametreli üstel 
dağlımın moment 

çıkaran fonksiyonu 
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ℎ ≥ 0 için 𝐸[𝑋෨௥] =
ௗೝெ೉෩ (௧)

ௗ௧ೝ

|
𝑡 = 0

  

=
𝑑௥

𝑑𝑡௥
 
𝑀௑(𝑡 + ℎ)

𝑀௑(ℎ)
|

𝑡 = 0
=

𝑀௑
௥(ℎ)

𝑀௑(ℎ)
                                   

 

ve böylece 

 

𝑑

𝑑ℎ
Π௑ =

𝑑

𝑑ℎ
E൫X෩൯ =

𝑑

𝑑ℎ
 
𝑀ᇱ

௑(ℎ)

𝑀௑(ℎ)
                                       

=
1

൫𝑀௑(ℎ)൯
ଶ 𝑀௑

(ଶ)
. 𝑀௑(ℎ) − (𝑀௑

ᇱ (ℎ))ଶ 

=
𝑀௑

(ଶ)
(ℎ)

𝑀௑(ℎ)
− ቆ

𝑀௑
ᇱ (ℎ)

𝑀௑(ℎ)
ቇ

ଶ

                           

= E൫X෩ଶ൯ − ቀE൫X෩൯ቁ
ଶ

≥ 0                         

 

olur. Böylelikle Π௑ , ℎ’nin artan bir fonksiyonudur. ℎ ≥ 0 için Π௑ ≥ 𝐸(𝑋) olduğundan 

negatif olmama özelliği sağlanmıştır. 

 

ii. Esscher prensibi tutarlıdır çünkü 𝑌 = 𝑋 + 𝑐 

 

Π௒ =
𝐸[𝑌𝑒௛௒]

𝐸[𝑒௛௒]
=  

𝐸[(𝑥 + 𝑐)𝑒௛(௑ା௖)

𝐸[𝑒௛(௑ା௖)]
  

 

=
𝐸[𝑋𝑒௛௑]𝑒௛௖ + 𝑐. 𝐸[𝑒௛௑]𝑒௛௖

𝐸[𝑒௛௑]𝑒௛௖
=  

𝐸[𝑋𝑒௛௑]

𝐸[𝑒௛௑]𝑒௛௖
                   

 

=
𝐸[𝑋𝑒௛௑]

𝐸[𝑒௛௑]
+ 𝑐                                                                          

 

⇒ Π௒ = Π௑ା௖ 

iii. Toplamsaldır. 
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Π௑భା௑మ
=

𝐸ൣ(𝑋ଵ + 𝑋ଶ)𝑒௛(௑భା௑మ)൧

𝐸[𝑒௛(௑భା௑మ)]
=

𝐸(𝑋ଵ𝑒௛௑భ)𝐸(𝑒௛௑మ) + 𝐸(𝑒௛௑భ)𝐸(𝑋ଶ𝑒௛௑మ)

𝐸(𝑒௛௑భ)𝐸(𝑒௛௑మ)
 

 

=
𝐸(𝑋ଵ𝑒௛௑భ)

𝐸(𝑒௛௑భ)
+

𝐸(𝑋ଶ𝑒௛௑మ)

𝐸(𝑒௛௑మ)
                                                               

 

= Π௑భ
+ Π௑మ

                                                                                         

 

iv. No-ripoff sağlanır.  

 

𝑥௠ mümkün en büyük hasar olsun. 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥௠) = 1 

 

𝑥𝑒௛௫ ≤ 𝑥௠𝑒௛௫ 

 

Π௑ =
𝐸[𝑋𝑒௛௑]

𝐸[𝑒௛௑]
≤

𝐸[𝑥௠𝑒௛௑]

𝐸[𝑒௛௑]
= 𝑥௠ 

 

v. Çarpımsallık sağlanmıyor.  𝑍 = 𝑎𝑋 

 

Π௓(ℎ) =
𝐸[𝑍𝑒௛௓]

𝐸[𝑒௛௓]
=

𝐸[𝑎𝑋𝑒௛௔௑]

𝐸[𝑒௛௔௑]
                                                                   

 

=
𝑎𝐸[𝑋𝑒௔௛௑]

𝐸[𝑒௔௛௑]
= 𝑎Π௔௑(ℎ) ≠ 𝑎Π௑(ℎ), 𝑎 ≠ 1 𝑖ç𝑖𝑛   

 

 

 

3.2.7 Düzeltilmiş Risk Primi Prensibi 

 

𝑋 negatif olmayan r.d.nin dağılım fonksiyonu 𝐹 olsun. Düzeltilmiş risk primi 

Π௑ = න [𝑃(𝑋 > 𝑥)]ଵ/ఘ 𝑑𝑥
ஶ

଴

                                           

= ∫ [1 − 𝐹(𝑥)]ଵ/ఘ 𝑑𝑥,      𝜌 ≥ 1
ஶ

଴
   (𝜌 :Risk index) 
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dönüşüm yöntemidir. 𝑋∗  negatif olmayan r.d.nin H dağılım fonksiyonu olarak 

tanımlansın. 

1 − 𝐻(𝑥) = [1 − 𝐹(𝑥)]
ଵ
ఘ 

𝐸[𝑋∗] = න [1 − 𝐻(𝑥)]𝑑𝑥
ஶ

଴

 

Π௑ = 𝐸[𝑋∗] 

 

Örnek: 𝑋  r.d.i ortalaması 1/𝜆  olan üstel dağılıma sahiptir. Düzeltilmiş risk primini 

bulunuz. 

1 − 𝐹(𝑥) = 𝑒ିఒ  

1 − 𝐻(𝑥) = 𝑒ିఒ௫/ఘ 

 

⇒ 𝑋∗ ortalaması 
ఘ

ఒ
 olan üstel dağılıma sahiptir.    O halde  

Π௑ =
ఘ

ఒ
   

olur. 

Örnek : 𝑋~Pareto(𝛼, 𝜆). Düzeltilmiş risk primi bulunur. 

1 − 𝐹(𝑥) = (
𝜆

𝜆 + 𝑥
)ఈ 

 

𝐹(𝑥) = 1 − (
𝜆

𝜆 + 𝑥
)ఈ 

 

1 − 𝐻(𝑥) = (
𝜆

𝜆 + 𝑥
)ఈ/ఘ 

 

⇒ 𝑋∗~𝑃𝑎𝑟𝑒𝑡𝑜 ቀ
ఈ

ఘ
, 𝜆ቁ ⇒  Π௑ =

ఘఒ

ఈఒ
 , 𝜌 < 𝛼    

 

 

Toplamsallık dışında tüm özellikleri taşır. 

i. Π௑ ≥ 𝐸(𝑋)   𝜌 ≥ 1 

1 − 𝐹(𝑥) ≤ [1 + 𝐹(𝑥)]ଵ/ఘ,  𝑥 ≥ 0 

𝐸(𝑋) = න [1 − 𝐹(𝑥)]𝑑𝑥
ஶ

଴
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Π௑ ≥ 𝐸(𝑋) 

ii. 𝑌 = 𝑋 + 𝐶 

𝑃(𝑌 > 𝑥) = ൜
1,  𝑥 < 𝑐

1 − 𝐹(𝑥 − 𝑐), 𝑥 ≥ 𝑐
                               

            

Π௒ = න [𝑃(𝑌 > 𝑥)]ଵ/ఘ𝑑𝑥      
ஶ

଴

                                         

= න 𝑑𝑥 + න [1 − 𝐹(𝑥 − 𝑐)]
ஶ

௖

ଵ/ఘ

𝑑𝑥
௖

଴

 

= 𝑐 + න [1 − 𝐹(𝑦)]ଵ/ఘ𝑑𝑦
ஶ

଴

                                   

= 𝑐 + Π௑                                       

 

iii. 𝑍 = 𝑎𝑋 

𝑃(𝑍 > 𝑥) = 𝑃 ቀ𝑋 >
𝑥

𝑎
ቁ 

Π௓ = න [𝑃(𝑍 > 𝑥)]ଵ/ఘ𝑑𝑥
ஶ

଴

 

       = න ቂ𝑃(𝑥 >
𝑥

𝑎
)ቃ

ଵ/ఘ

𝑑𝑥
ஶ

଴

= 𝑎 න [𝑃(𝑋 > 𝑦)]ଵ/ఘ𝑑𝑦
ஶ

଴

= 𝑎Π௑ 

 

iv. No-ripoff sağlanır 

𝐹(𝑥௠) = 1 

Π௑ = න [1 − 𝐹(𝑥)]ଵ/ఘ𝑑𝑥 ≤
௫೘

଴

න 𝑑𝑥 = 𝑥௠

௫೘

଴

 

v. Toplamsallığın sağlanmadığı ile ilgili örnek verilsin: 

𝑋ଵ ve 𝑋ଶ   𝑏𝑖𝑟𝑏𝑖𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 𝑏𝑎ğ𝚤𝑚𝑠𝚤𝑧 𝑎𝑦𝑛𝚤 𝑑𝑎ğ𝚤𝑙𝚤𝑚𝑎 𝑠𝑎ℎ𝑖𝑝 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛  

𝑃(𝑋ଵ = 0) = 𝑃(𝑋ଶ = 0) = 0.5          𝜌 = 2 

Π௑భ
= Π௑మ

= 0.5
ଵ
ଶ 

Π௑భା௑మ
= 0.5 ൬1 + 3

ଵ
ଶ൰ 

⇒ Π௑భ
+ Π௑మ

> Π௑భା௑మ
 

  


