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4.4 Toplam Hasar Dağılımının Ardışık Hesaplanması 

Bireysel hasar miktarları negatif olmayan tam sayı ve hasar sayısı dağılımı         (𝑎, 𝑏, 0) 

dağılım sınıfına sahip olduğunda toplam hasar miktarının dağılımı Panjer Yineleme 

formülünü kullanılarak hesaplanabilir.  

  

4.4.1 (a,b,0) Sınıfı Dağılımlar 

 

Negatif olmayan kesikli dağılımılar sınıfına ait olan Binom, geometrik, negatif binom 

ve poisson dağılımları aktüerya literatüründe (𝑎, 𝑏, 0)  sınıfı dağılımları olarak 

adlandırılırlar. 

 

Tanım: Negatif olmayan kesikli rastgele değişken  𝑋,  eğer olasılık fonksiyonu 

aşağıdaki yenileme formülünü sağlıyorsa  (𝑎, 𝑏, 0) sınıfına aittir, denir: 

 

𝑓(𝑥) = ൬𝑎 +
𝑏

𝑥
൰ 𝑓௑(𝑥 − 1), 𝑥 = 1,2, …  

 

Burada 𝑎 ve 𝑏 sabit, ve 𝑓௑(0) başlangıç değeri verilir.  

 

Aşağıdaki tabloda (𝑎, 𝑏, 0)  sınıfı dağılımların 𝑎  ve 𝑏  değerleri ile 𝑓௑(0)  başlangıç 

değerleri verilmiştir. 

 

Tablo: (𝒂, 𝒃, 𝟎) sınıfı dağılımlar 

Dağılım a b 𝒇𝑿(𝟎) 

Binom; 𝑩(𝒏, 𝒒) −
𝑞

1 − 𝑞
 (𝑛 + 1)𝑞

1 − 𝑞
 

(1 − 𝑞)௡ 

Poisson; 𝑷(𝝀) 0 𝜆 𝑒ିఒ 

Negatif Binom; 𝑵𝑩(𝒌, 𝒑) 1 − 𝑝 (1 − 𝑝)(𝑘 − 1) 𝑝௞ 

Geometrik; 𝑮𝑴(𝒑) 1 − 𝑝 0 𝑝 
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4.4.2 Panjer Yineleme Formülü 

 

Panjer indirgeme formülü risk teorisinde en önemli sonuçlardan bir tanesidir. Sadece 

toplam hasarın dağılımda değil, aynı zamanda iflas teorisinde de kullanılır. 

 

Bu indirgeme formülü ile hasar sayısı (a,b,0) sınıfına ait bir dağılıma sahip ve bireysel 

hasar miktarının dağılımı {𝑓௝}௝ୀ଴
ஶ  biçimde kesikli olduğunda, toplam hasarın olasılık 

fonksiyonu hesaplanır.  

 

Bireysel hasar miktarının negatif olmayan tam sayı değerler olan bir dağılım olduğunu 

varsayılsın. S’de negatif olmayan tam değerler alan bir dağılım olur. 

 

𝑆 = ෍ 𝑋௜

ே

௜ୀଵ

 

 

 

𝑆 = 0 ⇒ (𝑁 = 0)  veya  𝑁 = 𝑛 𝑣𝑒 𝑆 = ∑ 𝑋௜
௡
௜ୀଵ = 0 

 

∑ 𝑋௜
௡
௜ୀଵ = 0 ⇒ her bir hasar 𝑋௜ = 0 

 

𝑋௜’ler bağımsız olduğundan 

𝑃 ൭෍ 𝑋௜

௡

௜ୀଵ

= 0൱ = 𝑓଴
௡ 

𝑔଴ = 𝑝଴ + ෍ 𝑝௡.

ஶ

௡ୀଵ

𝑓଴
௡ = 𝑃ே(𝑓଴) 

𝑆’nin olasılık fonksiyonu 

𝑃ௌ(𝑟) = 𝑃ே[𝑃௑(𝑟)]                        (1)   

𝑃ௌ
ᇱ(𝑟) = 𝑃ே

ᇱ [𝑃௑(𝑟)]𝑃௑
ᇱ (𝑟)            (2) 

 

(*) ve (**) formülleri kulllanılarak 

 

𝑃ௌ
ᇱ(𝑟) = 𝑎𝑃௑(𝑟)𝑃ௌ

ᇱ(𝑟) + (𝑎 + 𝑏)𝑃ௌ(𝑟)𝑃௑
ᇱ (𝑟)       (3) 



57 
 

 

elde edilir. 𝑃ௌ ve  𝑃௑ olasılık çıkaran fonksiyonları aşağıdaki gibi verilir. 

𝑃ௌ(𝑟) = ෍ 𝑟௝𝑔௝   𝑣𝑒  

ஶ

௝ୀ଴

𝑃௑(𝑟) = ෍ 𝑟௞𝑓௞

ஶ

௞ୀ଴

 

𝑃௦
ᇱ(𝑟) = ෍ 𝑗𝑟௝ିଵ𝑔௝   𝑣𝑒  

ஶ

௝ୀ଴

𝑃௑
ᇱ (𝑟) = ෍ 𝑘𝑟௞ିଵ𝑓௞ 

ஶ

௞ୀ଴

 

 

 

(3) ifadesinde yerine koyulduğunda 

෍ 𝑗𝑟௝ିଵ𝑔௝ = 𝑎 ൭෍ 𝑟௞𝑓௞

ஶ

௞ୀ଴

൱ ቌ෍ 𝑗𝑟௝ିଵ𝑔௝

ஶ

௝ୀ଴

ቍ 

ஶ

௝ୀ଴

 

+(𝑎 + 𝑏) ቌ ෍ 𝑟௝𝑔௝

ஶ

௝ୀ଴

ቍ ൭෍ 𝑘𝑟௞ିଵ𝑓௞ 

ஶ

௞ୀ଴

൱ 

ifadesine ulaşılır. Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra yukarıdaki ifade  

 

𝑥𝑔௫ = 𝑎 ෍ 𝑓௞(𝑥 − 𝑘)𝑔௫ି௞

௫

௞ୀ଴

+ (𝑎 + 𝑏) ෍ 𝑘𝑓௞𝑔௫ି௞

௫

௞ୀ଴

 

= 𝑎𝑓଴𝑥𝑔௫ + 𝑎 ෍ 𝑓௞(𝑥 − 𝑘)𝑔௫ି௞

௫

௞ୀଵ

+ (𝑎 + 𝑏) ෍ 𝑘𝑓௞𝑔௫ି௞

௫

௞ୀ଴

 

= (1 − 𝑎𝑓଴)𝑥𝑔௫ = ෍(𝑎(𝑥 − 𝑘) +

௫

௞ୀଵ

(𝑎 + 𝑏)𝑘)𝑓௞𝑔௫ି௞ 

 

biçiminde elde edilir. Buradan  

⇒ 𝑔௫ =
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍(𝑎 +

𝑏𝑘

𝑥
)

௫

௞ୀଵ

𝑓௞𝑔௫ି௞ 

 

olarak Panjer yenileme formülü elde edilmiş olur. 

 

Örnek : 𝑁~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(2) 𝑣𝑒 𝑓௝ = 0.6(0.4)௝ିଵ, 𝑗 = 1,2,3 … , 𝑥 = 0,1,2,3  için 𝑔௫ ’i 

hesaplayınız. 
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Çözüm: 

𝑓଴ = 0 ,  𝑔଴ = 𝑃଴ ⇒  𝑎 = 0, 𝑏 = 2 

𝑔௫ =
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍(𝑎 +

𝑏𝑘

𝑥
)

௫

௞ୀଵ

𝑓௞𝑔௫ି௞ 

𝑎 = 0, 𝑏 = 2 konulduğunda 

𝑔௫ =
2

𝑥
෍ 𝑘

௫

௞ୀଵ

𝑓௞𝑔௫ି௞ 

𝑔଴ = 𝑝଴ = 𝑒ିଶ = 0.1353 

𝑔ଵ = 2𝑓ଵ𝑔଴ = 0.1624 

𝑔ଶ = 𝑓ଵ𝑔ଵ + 𝑓ଶ𝑔଴ = 0.1624 

𝑔ଷ =
2

3
(𝑓ଵ𝑔ଶ + 2𝑓ଶ𝑔ଵ + 3𝑓ଷ𝑔଴) = 0.1429 

S’nin dağılım fonksiyonu için bir ardışık hesaplama formülü bulunmaz. 

İstisna: 𝑁~𝐺𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑘(𝑝)          𝑝௡ = 𝑝𝑞௡, 𝑛 = 0,1,2, … 

Bu durumda 𝑎 = 𝑞, 𝑏 = 0 𝑣𝑒 

𝑔௫ =
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍ 𝑓௞𝑔௫ି௞

௫

௞ୀଵ

 

𝐺(𝑌) = ෍ 𝑔௫

௬

௫ୀ଴

 

𝑔଴ +
𝑎

1 − 𝑎𝑓଴
෍ 𝑓௞𝐺(𝑦 − 𝑘)

௬

௞ୀଵ

 

S’nin momentlerini Panjer indirgeme formülü ile bulabiliriz. 𝑟 = 1,2,3 … 

𝐸[𝑆௥] = ෍ 𝑥௥𝑔௫

ஶ

௫ୀ଴

 

=
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍ 𝑥௥

ஶ

௫ୀଵ

෍ ൬𝑎 +
𝑏𝑘

𝑥
൰ 𝑓௞𝑔௫ି௞

௫

௞ୀଵ

 

=
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍ ෍(𝑎𝑥௥ + 𝑏𝑘𝑥௥ିଵ)𝑓௞𝑔௫ି௞

ஶ

௫ୀ௞

ஶ

௞ୀଵ

 

=
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍ 𝑓௞ ෍(𝑎(𝑡 + 𝑘)௥ + 𝑏𝑘(𝑡 + 𝑘)௥ିଵ)𝑔௧

ஶ

௫ୀ௞

ஶ

௞ୀଵ
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Binom açılımı kullanılırsa, 

= ෍(𝑡 + 𝑘)௥𝑔௧

ஶ

௧ୀ଴

= ෍ ෍ ቀ
𝑟
𝑖
ቁ 𝑡௜𝑘௥ି௜

௥

௜ୀ଴

ஶ

௧

𝑔௧ 

= ෍ ቀ
𝑟
𝑖
ቁ 𝑘௥ି௜

௥

௜ୀ଴

෍ 𝑡௜𝑔௧

ஶ

௧ୀ଴

 

= ෍ ቀ
𝑟
𝑖
ቁ 𝑘௥ି௜

௥

௜ୀ଴

𝐸[𝑆௜] 

Böylelikle, 

𝐸[𝑆௥] =
1

1 − 𝑎𝑓଴
෍ 𝑓௞ ൥𝑎 ෍ ቀ

𝑟
𝑖
ቁ 𝑘௥ି௜

௥

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧ + 𝑏௞ ෍ ቀ
𝑟 − 1

𝑖
ቁ 𝑘௥ିଵି௜𝐸[𝑆௜]

௥ିଵ

௜ୀ଴

൩

ஶ

௞ୀଵ

 

=
1

1 − 𝑎𝑓଴
൥𝑎 ෍ ቀ

𝑟
𝑖
ቁ

௥

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧ ෍ 𝑘௥ି௜𝑓௞ + 𝑏 ෍ ቀ
𝑟 − 1

𝑖
ቁ

௥ିଵ

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧ ෍ 𝑘௥ି௜𝑓௞

ஶ

௞ୀଵ

ஶ

௞ୀଵ

൩ 

=
1

1 − 𝑎𝑓଴
൥෍ ቂ𝑎 ቀ

𝑟
𝑖
ቁ + 𝑏 ቀ

𝑟 − 1
𝑖

ቁቃ

௥ିଵ

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧𝐸[𝑋ଵ
௥ିଵ] + 𝑎𝐸[𝑆௥] ෍ 𝑓௞

ஶ

௞ୀଵ

൩ 

 

∑ 𝑓௞ = 1 − 𝑓଴
ஶ
௞ୀଵ   olduğundan, 

 

𝐸[𝑆௥] =
1

1 − 𝑎
෍ ቂ𝑎 ቀ

𝑟
𝑖
ቁ + 𝑏 ቀ

𝑟 − 1
𝑖

ቁቃ

௥ିଵ

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧𝐸ൣ𝑋ଵ
௥ି௜൧                            (4) 

 

Örnek: Poisson parametresi 𝜆 ve bireysel hasar müktarı negatifi olmayan tam sayılı 

değerler alan bileşik poisson dağılımının ilk üç momentini (4) eşitliğini kullanarak 

bulunuz. 

 

Çözüm: 

𝑃(𝜆) ⇒ 𝑎 = 0   𝑏 = 𝜆      

𝐸[𝑆௥] = 𝜆 ෍ ቀ
𝑟 − 1

𝑖
ቁ

௥ିଵ

௜ୀ଴

𝐸ൣ𝑆௜൧𝐸ൣ𝑋ଵ
௥ି௜൧ 

 

𝑟 = 1 

𝐸[𝑆] = 𝜆𝐸[𝑋ଵ] 
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𝑟 = 2 

𝐸[𝑆ଶ] = 𝜆(𝐸[𝑋ଵ
ଶ] + 𝐸[𝑆]𝐸[𝑋ଵ]) 

= 𝜆𝐸[𝑋ଵ
ଶ] + 𝐸[𝑆]ଶ 

 

⇒ 𝑉𝑎𝑟(𝑆) = 𝐸[𝑆ଶ] − ൣ𝐸[𝑆]൧
ଶ

                     

                                    = 𝜆𝐸[𝑋ଵ
ଶ] + 𝐸[𝑆]ଶ − 𝐸[𝑆]ଶ                      

 = 𝜆𝐸[𝑋ଵ
ଶ]                   

𝑟 = 3 

𝐸[𝑆ଷ] = 𝜆(𝐸[𝑋ଵ
ଷ] + 2𝐸[𝑆]𝐸[𝑋ଵ

ଶ] + 𝐸[𝑆ଶ]𝐸[𝑋ଵ]) 

 

= 𝜆𝐸[𝑋ଵ
ଷ] + 3𝐸[𝑆]𝐸[𝑆ଶ] − 2𝐸[𝑆]ଷ 

 

𝜆𝐸[𝑋ଵ
ଷ] =  𝐸[𝑆ଷ] − 3𝐸[𝑆]𝐸[𝑆ଶ] + 2𝐸[𝑆]ଷ 

 

= 𝐸[(𝑆 − 𝐸[𝑆])ଷ]                 

 

 


