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BOLUM 4: FREKANS BOLGESINE DOGRU: FOURIER SERILERI

Bu kitap kapsaminda; diger sinyal isleme kitaplarindan farkli olarak, stirekli zaman Fourier
serileri (continuous time Fourier series) “tek” ve “cift” sinyallerin tanimi ile anlatilmaya
baslanacaktir.

4.1 Tek ve c¢ift sinyaller (Odd & Even signals)

Surekli zamanda simetrileri kendisine esit olan sinyallere stirekli zaman ¢ift (even) sinyaller adi
verilir. Cift sinyaller Esitlik 4.1’de verilen 6zelligi saglarlar.

x(t) = x(—t) (4.1)

Cift sinyallerin oldugu yerde “tek” sinyallerin olmamasi beklenemez. Esitlik 4.2’de verilen
Ozelligi saglayan sinyallere ise tek (odd) sinyaller adi verilir.

x(t) = —x(—t) (4.2)

Tek ve cift sinyallerin bu kadar inlii olmalarinin nedeni, Sekil 4.1’de sunulmustur. Cift sinyaller
disey eksene (y-eksenine) gore simetri 6zelligi gosterirken, tek sinyaller orijin noktasina gore
simetri o6zelligi gdstermektedirler.

x-cift(t)
a
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x-tek(t)
o o

Sekil 4.1 a. Cift sinyal ve b. Tek sinyal 6rnekleri.

Sekil 4.1 incelendiginde, insan akli ister istemez en basit tek ve cift sinyal nedir diye
disiinmeden edemez. Acaba diisey eksene gore simetrik en basit sinyal ile orijin noktasina
gore simetrik en basit sinyal nedir? Sekil 4.2’de yazarlarin aklina gelen en basit tek ve cift sinyal
sunulmustur. Eger Sizin akliniza daha basit tek ve cift sinyaller geliyorsa Siz de onlari kareli
kagida ¢izmekten ¢ekinmeyin.
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Sekil 4.2 a. Cift sinyale 6rnek olarak kosinis sinyali ve b. Tek sinyale 6érnek olarak siniis
sinyali.

4.2 Konjlige simetri ve konjiige anti-simetri 6zelligi

Tek ve ¢ift simetri 6zelliklerinin grafiksel olarak Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 (izerinden tam olarak
anlasildigi varsayimindan yola ¢ikarak, zamanda tek ve ¢ift simetri 6zelliklerini kompleks
(karmasik) bolgeye tasirsak, zamanda konjlige simetri (conjugate symmetric) ve zamanda
konjlge anti-simetri (conjugate anti-symmetric) 6zelliklerine variriz. Esitlik 4.3, Esitlik 4.1’de
verilen denkleme cok benzemekle birlikte * isareti kompleks konjlige islemini ifade
etmektedir. Bu durumda x(t) fonksiyonunun (ya da sinyalinin) kompleks bir fonksiyon
(kompleks degerler iceren bir sinyal) oldugunu séylemek sadece malumun ilanidir. Esitlik 4.3
Uzerine saatlerce konusulabilir, ancak ¢ikarilmasi gereken son derece basit iki sonug vardir.
Bunlardan birincisi, karmasik (kompleks) degerlerinden dolay x(t) fonksiyonunu cizmek Sekil
4.1 veya Sekil 4.2’deki kadar kolay olmayacaktir. Bu kompleks fonksiyonun gergel ve sanal
kissmlarini (ya da genlik ve fazini) Bélim 1, B6lim Sonu Soru ve Cevaplari béliminde
irdeledigimiz (izere ayri ayri ¢izerek gorsellestirmek gerekecektir.

x*(t) = x(—t) (4.3.a)

Varilmasi gereken ikinci sonu¢ daha basittir. x(t) fonksiyonunun sadece gercel olmasi
durumunda konjlige simetrik fonksiyon cift (¢cift simetrik) fonksiyona dénecektir.

x*(t) = x(t) = x(—t) (4.3.b)

Bu durum aslinda cift simetrik fonksiyonlarin kompleks konjige fonksiyonlarin 6zel bir hali
oldugu (zaman sinyali x(t)’nin gercel olmasi durumunda) gercegi ortaya cikarmaktadir.
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Madem gilinesin sicak, suyun islak oldugunu anlatmaya basladik, tartismamizi stirekli zaman
konjlge anti-simetri 6zelligi ile bitirelim. Yine malumun ilani Esitlik 4.4 ile verilen denklemi
saglayan x(t) strekli zaman kompleks sinyaller konjiige anti-simetrik sinyaller olarak
adlandirilir.

x(t) = —x"(—t) (4.4)

Peki bircok kitapta yarim sayfa anlatilan tek ve ¢ift sinyalleri neden bu kitapta iki sayfa anlatip,
kompleks konjiige ve kompleks anti-konjiige tanimlari ile birlestirdik. isin sirn ¢ift ve tek
sinyallerin taniminda gizlidir.

Tek{x(t)} =1/2(x(t) — x(—t)) (4.5)
Cift{x ()} =1/2(x(t) + x(—t)) (4.6)

Tek ve cift fonksiyon tanimlarina gore yazdigimiz Esitlik 4.5 ve Esitlik 4.6 ¢ok glicll bir esitligi
barindirmaktadir. Bu iki denklemi toplamamiz durumunda Esitlik 4.7 elde edilir.

x(t) = Tek{x(t)}+ Cift{x(t)} (4.7)

Basit bir matematiksel 6zdeslik gibi gériinen Esitlik 4.7'nin ¢ok ciddi anlamlari bulunmaktadir.
Herhangi bir strekli zaman x(t) fonksiyonunu tek ve cift sinyallerin toplami olarak ifade
edebiliriz. Bu cimleyi en az ¢ kez tekrar okuyunuz. Tek ve cift fonksiyonlarin, kompleks
konjlige ve kompleks anti-konjtige fonksiyonlar ile olan akrabaliklari da g6z 6niine alindiginda
“herhangi bir” kelimesi kompleks, gercel tim surekli zaman x(t) fonksiyonlari icin gegerli
olacaktir.

Bir adim oOteye giderek, Sekil 4.2’de sunulan temel tek ve ¢ift fonksiyonlara donersek acaba
asagidaki onermeyi yapabilir miyiz?

e Sadece sinus ve kosinus fonksiyonlarini kullanarak “herhangi bir” siirekli zaman x(t)
fonksiyonunu ifade edebilir miyiz?

Yukaridaki 6nermenin son derece iddiali oldugunu belirtmek herhalde gereksizdir. Sekil 4.1 ile
Sekil 4.2 arasindaki temel fark Sekil 4.2’de verilen tek ve ¢ift fonksiyonlarin ayni zamanda
periyodik sinyaller olmasidir. Bu durumda yukarida sunulan énermeyi asagidaki sekilde revize
etmeyi 6neriyorum.

e Sadece sinls ve kosinls fonksiyonlarini kullanarak “herhangi bir” periyodik sirekli
zaman x(t) fonksiyonunu ifade edebilir miyiz?

Esitlik 4.7 bunu basarabilecegimizi ifade etmektedir. Herhangi bir (tartismanin genelligini
korumak adina) karmasik (ya da gercel), periyodik, stirekli zaman sinyalini tek (sinds) ve cift
(kosinis) fonksiyonlarin toplami olarak ifade edebiliriz (miyiz?)
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Felsefenin kenara cekilip, tekrar matematige s6z birakmasi gereken an gelmistir. ilk akla gelen
denklem, Esitlik 4.8’de sunulmustur. Bu denklem geregince, Euler agilimindan dolayi karmasgik
Ustel acilim kullanmak en mantiklisi olmahdir.

e/ Ut = cosQt +j sinQt, j =+v—1 olmak tizere

[oe]

x(t) = Z a, e/t

k=—o0
(4.8)

Esitlik 4.8 ile herhangi bir karmasik, periyodik, stirekli zaman sinyali x(t), karmasik sinis ve
kosiniislerin toplami seklinde ifade edilebilecektir. Ustel fonksiyonun (e/®%) éniinde yer alan
a; katsayilari, her bir Gistel fonksiyonu farkli bir agirlik ile toplama dahil edecektir. Esitlik 4.8’de
yer alan sirekli zaman sinyalinin periyodik oldugu g6z ontine alinir ise Esitlik 4.8, Esitlik 4.9'a
indirgenebilir.

[o0]

x(t) = Z a, elkdt

k=—o0
(4.9)

Esitlik 4.8 ile Esitlik 4.9 arasindaki tek fark Esitlik 4.9’un temel frekans Q,’in tam harmonik
katlari olan kQ, frekanslarinda siniis ve kosinislerin toplami olarak ifade edilecek olmasidir.
Sinyalimiz x(t); karmasik, periyodik ve slrekli zaman sinyali oldugundan herhangi
Qy frekanslarindaki sints ve kosinuslerin toplami olarak incelemek problemi gereksiz yere
zorlastiracaktir. Sinyalimiz periyodik oldugundan temel bir frekans (), etrafinda analiz etmek
isleri cok daha kolaylastiracaktir. Bu durumda tek bir sorun kalmistir. a; katsayilarini acaba
nasil hesaplayabiliriz?

4.3 Siirekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimi
(Fourier series representation of continuous time periodic signals)

Bilim tarihinde oyle konular ve 6yle tartismalar vardir ki, basladiklari noktalari asar, tartismayi
baslatanin bile tahmin edemeyecegi yerlere varir. Yukarida tanimlanan problem 1800’Iu
yillarin basinda Jean Baptiste Joseph Fourier’in aklina (Fourier, 1807) takilmistir. Bu nedenle
Fourier kelimesinin gectigi tim yerlerde 6zel isim olmasi itibar ile buyldk harf (Fourier)
kullaniimalidir. Bu problem aslinda 1750’li yillarda Euler, Bernoulli ve Lagrange tarafindan da
incelenmistir. Boylesine saygin isimlerin zamanini alan denklemi tekrar inceleyelim.

[o0]

x(t) = Z a, elkdt

k=—0o0
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insanin ilk olarak aklina her iki tarafi e K%t jle carpmak geliyor, dyle degil mi? Ama burada
hemen baska bir sorun su yizline ¢ikiyor: k’'nin hangi degeri ile? Clinku k, eksi sonsundan arti
sonsuza kadar degisen ve aslinda siniis ve kosinislerin temel frekanslarinin harmoniklerini
gosteren bir tam sayi degiskeni. Oysa biz degiskenlerden kurtulmaya galisiyoruz.

(o]

x(£)e Tkt = Z a, ekt e=ikOot

k=—o0

Bu durumda biz her iki tarafi e /™2t jle carpalim. Peki n nedir? Ne olursa olsun, tam sayi olsun
da. Meselaistersenizn = 0 olsun, yadan = 1, dilediginiz degeri vererek Esitlik 4.10’da yerine
koyun. Cok ilging sonuglar elde ettiginizi goreceksiniz.

oo

k=—o
(4.10)

Buraya kadar gelmisken bu denklem burada birakilmaz. Acaba bundan sonra ne yapmaliyiz?
Gorebildiniz mi? Géremediyseniz Gzilmeyin, Euler, Bernoulli ve Lagrange da gérememisti.
Fourier’e kismet olan adim Esitlik 4.11’de verilmistir.

T

T o0
fJC(t)e_jnﬂotdt = j{ Z ay ek'Q'Ote_jnﬂot} dt
0

0 fe=—co
(4.11)

Esitlik 4.11’de verilen, bir periyot boyunca alinan integralin literatiirde ¢ok buylk bir nemi
vardir. T, periyodik x(t) sinyalinin temel periyodu olmak uzere,

T = 1 _ 21
B f0 B 'QO
(4.12)
integralin toplami, toplamin integraline esit olacagindan,
T 0 T 0 T
Jx(t)e_jnﬂ"tdt = Z Qg fefkﬂote‘f’motdt = Z ay fef("‘")ﬂofdt
0 k=—o0 0 k=—o0 0
(4.13)

fo elk=mQotdt integrali kilit 5nem kazanmaktadir. Bu dersi alan bir 6grenci bu integrali cok

rahatlikla ¢ozebilir. Benim tek verecegim ipucu k = n olmasi durumu ile k # n durumlarinin
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mevzu bahis olduguna dikkat etmeniz gerekliligidir. k # n igin bu integralin sonucu kocaman
bir sifir cckmaktadir.

T
f emotdt =0, k #nmeZ
0

(4.14)

Dogrusal cebir derslerine geri donersek, ortogonalite geregi k'nin n’den farkh tim degerleri
icin Esitlik 4.14’te verilen integral sifir cckmaktadir. Diger bir deyisle, Esitlik 4.13’(in sag tarafi
sadece k = n oldugunda T degerini vermekte, k'nin diger tim degerleri icin toplama gelen
degerler sifir oldugundan sonucu etkilememektedir. Bu durumda a; katsayilarini Esitlik 4.15
aracihigi ile hesap etmeyi basarmis oluruz.

T
fx(t)e‘jkﬂﬂtdt =q,T
0

a =L f) x(t)e Te%tdr (4.15)

T

Basladigimiz noktaya geri donersek, Esitlik 4.16 slirekli zaman, periyodik sinyaller icin Fourier
serisi ¢ifti olarak adlandirilir. Bu kadar emegin ardindan a; hakli olarak Fourier serisi
katsayilari, ilk denklem sentez denklemi (a; katsayilarini kullanarak zaman sinyalini sentez
ettigimiz icin) ve ikinci denklem ise analiz denklemi (zaman sinyalinin analizi sonucu Fourier
serisi katsayilarini hesapladigimiz i¢in) olarak adlandirilir.

(o]
x(t) = Z a, elkt
k=—o0
T
a, =1 | x(DeI*tgr | T =22
k=T ’ Q0

0

(4.16)

Esitlik 4.9’dan bu tarafa ¢cok yol kat ettigimiz bilinci ile Fourier serisi ¢iftini iyi bir incelemeye
tabi tutmakta fayda vardir. Bu iki denklem ezberlenemeyecek kadar mikemmeliyet
icermektedir. Asagidaki sorulari Esitlik 4.16 ile verilen cifti i¢sellestirebilmeniz maksadiyla
veriyorum.
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e Bazi kaynaklarda verilen sentez denkleminde kompleks eksponansiyel tizerinde eksi (-
) analiz denkleminde ise eksi olmasi gerekirken higbir isaret bulunmamaktadir (yani +).
Acaba hangi denklem cifti dogrudur? Tim ispatin baslangic noktasi olan Esitlik 4.9’dan
itibaren diger kaynaklarda yer alan Fourier serisi ciftinin dogrulugunun ispati
(ortogonalitenin bir 6zelligi olarak) okuyucuya birakilacaktir.

o x(t) surekli zaman periyodik sinyali gergel ise a; katsayilari gercel ¢ikmak zorunda
midir? Denklem iginde bulunan j = v/—1 ifadesi kafa karistirmaktadir.

e x(t) stirekli zaman sinyali olduguna gore neden sentez denkleminde kesikli ifadeler igin
kullanilan toplam (sigma) isareti bulunmaktadir? Kesikli olan nedir?

e Toplama isaretinin sinirlari sonsuza kadar gitmektedir. Bu durumda hangi periyodik
sinyaller igin sonsuz harmonigin toplami gerekmektedir. Sentez denklemini bilgisayar
Uzerinde bir similasyon icin kullandigimda toplami sonsuza kadar alamayacagima gore
sinirli sayida harmonik kullanmam durumunda bunun sirekli zaman periyodik x(t)
sinyali Gzerinde nasil bir etkisi olacaktir?

Ornek 4.1

Basladigimiz noktaya geri donersek; sadece sinlis ve kosinlis fonksiyonlarini kullanarak
“herhangi bir” periyodik sirekli zaman x(t) fonksiyonunu ifade edebilecegimizi
gordiugiimize gore, vardigimiz sonuglarin en basit sinyaller igin nasil calistigini gérmekten
daha temel bir merak olamaz. Akla gelen en temel sinyaller

a) x(t) = cosQt
b) x(t) = sinQyt
c) x(t) = e/t

olarak belirlenebilir. Mademki, “herhangi bir” slirekli zaman periyodik sinyali sinils ve
kosinisler cinsinden ifade edebiliyoruz, o zaman acaba sinlis ve kosinlsli nasil ifade
ediyoruz? Sinls ve kosinlslerden olusan karmasik Gstel bir fonksiyonu acaba nasil ifade
ediyoruz?

e—JQ0t 4000t R 1 1 5
a. x(t) = cosNyt = folarak yazilabilecegindena_; = Svea; = Eoldugu aciktir

(dileyen analiz denklemini kullanarak ayni sonuca varabilir), diger a; degerlerinin sifir
olmasi gerektigi agiktir. Sekil 4.3.a’da x(t) = cos2,t, Sekil 4.3.b’de ise aidegerlerinin
grafigi sunulmustur. x(t) = cos 2yt 6rnegimiz igin a; katsayilarinin gergel (sadece reel)
bilesenlerden olustuguna dikkat ediniz.
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Sekil 4.3 a. x(t) = cosyt, b. x(t) sinyalinin a; Fourier serisi katsayilari.

ej-QO"L_e_jD'OLL

. . .. 1 1 o
b. x(t) = sinfyt = olarak yazilabileceginden a_; = ~3 ve a; = Z—joldugu

aciktir (dileyen analiz denklemini kullanarak ayni sonuca varabilir), diger ay
degerlerinin sifir olmasi gerektigi agiktir. Sekil 4.4.a’da x(t) = sin,t, Sekil 4.4.b’de ve
Sekil 4.4.c’de ise a;, Fourier serisi katsayilarinin sirasiyla genlik ve faz degerlerinin grafigi
sunulmustur. x(t) = sin,t 6rnegimiz icin a, katsayillarinin sadece sanal (purely
imaginary) bilesenlerden olustuguna dikkat ediniz. Bu nedenle a; katsayilarinin gizimi
sirasinda bir sikinti yasamayiz ancak genel olarak a; katsayilarinin karmasik olabilecegi
gerceginden hareketle genlik ve faz kisimlari ayri ayri gizilmistir.
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Sekil 4.4.a x(t) = sinfyt, b. x(t) sinyaline karsilik gelen Fourier serisi katsayilarinin genlik

gosterimi ve c. x(t) sinyaline karsilik gelen Fourier serisi katsayilarinin faz gésterimi.
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c. x(t) = e/t olarak yazilabileceginden a; = 1oldugu aciktir (dileyen analiz
denklemini kullanarak ayni sonuca varabilir), diger a; degerlerinin sifir olmasi gerektigi
aciktir. Sekil 4.5’te sadece a;, degerlerinin grafigi sunulmustur zira e/t karmasik bir

fonksiyon oldugundan kartezyen koordinat sisteminde gosterimi mimkin degildir.

Buna ek olarak x(t) = e/ sinyali igin a; katsayilarinin genlik ve faz kisimlarinin ayri

ayri ¢izimi okuyucuya birakilmistir.

0.5

-0.5

k

Sekil 4.5 x(t) = e/%* karsilik gelen Fourier serisi katsayilari.

Ornek olarak sunulan her (¢ sinyal (x(t) = cosyt,x(t) = sinQytve x(t) = e/f)
sirasiyla purely real, purely imaginary ve purely real oldugundan dogrudan yukaridaki gibi
bir gosterim ile ifade edilebilirler. Bakalim hepimiz goérdigiimizi anliyor muyuz?
Anladigimizi ne sekilde yorumluyoruz. Kosinis sinyaline ait Fourier serisi katsayilar bizi
yaniltmasin, sinds sinyali tamamen gercel olmasina ragmen Fourier serisi katsayilari
karmasik (hatta sadece sanal, purely imaginary) cikmistir. Buna inat karmasik e’/@t
sinyalinin Fourier serisi katsayilari (Tirkgcemizi dogru kullanmak gerekirse katsayisi) gercel
cikmistir. Bu durumda “gercel sinyallerin gercel ya da sanal Fourier serisi katsayilari vardir”
demek gibi bir genellestirme mimkiin gériinmemektedir.

Bununla birlikte gergel sinyallerin hem negatif indisli, hem de pozitif indisli Fourier serisi
katsayilari ¢itkmaktadir. Benzer sekilde karmasik zaman sinyallerinin sadece pozitif indisli
Fourier serisi katsayilari hesaplanmistir. Acaba bu bir rastlanti midir?

Tek bir bilesene sahip (tek bir sinlis ya da tek bir kosinlis) zaman sinyaline ait sadece tek
bir Fourier serisi katsayisi ¢ikmistir (a;). Bu durumda “herhangi bir sinyali sinlis ve
kosinisler cinsinden ifade edebiliyoruz” énermesini tersten okudugumuzda Fourier serisi
analizi herhangi bir periyodik, strekli zaman sinyalini Fourier serisi katsayilarina
parcalamakta, dagitmaktadir. Diger bir deyisle herhangi bir periyodik, siirekli zaman
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sinyalinin kompozisyonunu Fourier serisi analizi ile gorebilmekteyiz. Tipki karmasik bir
malzemenin elementlerine ayristirilmasi ya da karmasik bir kelimenin hecelerine
boélinmesi gibi... Elimizde ¢ok gligli bir arag oldugunu artik anlamig olmaliyiz.

Ornek 4.2

Artik surekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimi konusunda Ustat
oldugumuza gore siniis ve kosinlsten daha karmasik sinyallerin analizine gecebiliriz diye
distnliyorum. Surekli olarak aklima takilan bir sorunun cevabini arayacagimiz bir sinyal:
Kare dalga. Bu sinyalin siirekli zaman, periyodik sinyallerin gésteriminde 6zel bir yeri
bulunmaktadir, zira bir periyot boyunca sinirli sayida da olsa sureksizlik icermektedir.
Acaba nasil oluyor da, sinls ve kosinis gibi sureksizlik icermeyen sinyallerin toplami
sureksizlik igeren kare dalga gibi periyodik bir sinyali verebiliyor.

e Esitlik (4.17), temel periyodu T, 1 degerini alma siresi (duty cycle) 2T; olan bir kare

dalganin analitik denklemini ifade etmektedir.

{1, —T,<t<T,
x(t) = (4.17)

0, -T/y<t<-TyveT, <t <T/,

Simdi, bu kare dalganin Fourier serisi katsayilarini Esitlik 4.18’deki adimlarla hesaplayalim:

1 .
ay = Tf x(t)e Tkt g
T

1] rT . Ty ' T/, '
f x(t)e_]kﬂot dt + j x(t)e—]kﬂot dt + J x(t)e—jkﬂot dt]

T -T; T,

T/y
1 Ty .
== [0 j x(t)e Tkt dt 4+ 0
T -1,
1 1

_-_ - —jknot|t1=T1

T (—jkQo) th=-T

1 [e—jkﬂo'ﬁ — ejkﬂoﬂl
T (—7kQo)

e/kQTy _ o—jkQoT1 D
B 2j kQoT
_ 2sin(kQoTy)
 kQeT

. 21
_ sin (k TTl)
k

(4.18)

T = 4T, (duty cycle 50%) igin Esitlik 4.18, Esitlik 4.19’daki formu almaktadir.
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SE

_1sin k )

(4.19)
4.3.1 Gibbs etkisi

50 harmonik gosterimini inceleyecegimiz periyodik ve simetrik kare dalga icin k’'nin -26’dan
+26’ya aldigi degerler icin Sekil 4.6.a’daki x(t) kare dalga sinyalinin Fourier serisi katsayilari
Sekil 4.6.b’de, Esitlik 4.19 uyarinca elde edilmistir. Bu sinyalin farkli sayida harmonik ile
analizini kitabimizda sunulan MATLAB kodlarini diizenleyerek elde edebilirsiniz.

1.5

0.5

x(t) Kare Dalga
o

-0.5

-1.5

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Kare Dalga a Katsayilari

._
[
[
[
[
[
[
._
[ ]
._
[

-0.1

-0.2
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Sekil 4.6 a. x(t) periyodik kare dalga sinyali ve b. x(t) sinyalinin Fourier serisi katsayilari.

Esitlik 4.16’daki sentez denkleminin 6zel bir hali Esitlik 4.20’de sunulmustur. Esitlik 4.20,
sirekli zaman periyodik sinyali sonsuz harmonik icin degil, sadece 2N harmonik igin
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sentezlemektedir. Fourier serisi katsayilarinin Sekil 4.6.b’deki 50 harmonigi kullanilarak
yeniden elde edilen X(t) sinyali Sekil 4.7'de gorilmektedir.

N
2(6) = z a, ekt

K=—N
fark(t) = x(t) — x(t)

(4.20)

Sekil 4.7'de gozlemlediginiz tepeciklerin (ripples) slreksizlik bolgesine yaklastikca
artmasinin nedeni strekli zaman periyodik sinyalin N gibi sinirli sayida harmonik ile elde
edilmesinden kaynaklanmaktadir. Bu etkiyi ilk olarak (her ne kadar Henry Wilbraham
tarafindan 1848 yilinda kesfedilmis olsa da) Gibbs gozlemlediginden, Gibbs etkisi (Gibbs,
1898) olarak anilmaktadir. MATLAB kodlarini kullanarak farkl N degerleri icin Gibbs
etkisinin (Gibbs phenomenon) nasil bir 6zellik gésterdigini incelemeniz faydal olacaktir.
Her zaman oldugu gibi bir ipucu vererek artan N degerleri icin tepeciklerin siireksizlik
noktalarina dogru sikistigini ve soniimlemenin (overshoot) ¢cok daha hizli gergeklestigini
gozlemleyebilirsiniz. Bu durumda tepeciklerden kaynaklanan enerjinin (tepeciklerin
maksimum genligi degil) dikkate deger olmamasi icin N (3 yeter mi? Yoksa 3,000 mi olmali)
degerinin yeterince ylksek secilmesi gerektigini anlayabilirsiniz.

™ ——
0 RSSO SR U

Fourier Serisi Katsayilarinin 50 Terimi Igin x(t)

- o

Sekil 4.7 Sadece 50 harmonik kullanilarak elde edilen x(t) sinyali, Gibbs etkisi
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4.3.2 Fourier serisi yakinsama 6zelligi

Temel matematik derslerinden bize Ogretilen serilerin yakinsama 06zellikleridir. Diger bir
deyisle Fourier serisi analiz denkleminden elde ettigimiz ay degerleri sonlu degerler almakta
midir? Diger bir soru ise, ay degerleri sonlu degerler alsa bile, sentez denklemine
koydugumuzda acaba bize sirekli zaman periyodik sinyali x(t)’yi vermekte midir ya da ne
kadar dogru vermektedir? Esitlik 4.20’de sunulan fark(t) sinyalinin her bir t ani igin farkl
degerleri olacagindan acaba ay degerlerini kullanarak elde edecegimiz I\IIHEOQ(O sinyali

Fourier serisi analizini gergeklestirdigimiz strekli zaman periyodik x(t) sinyalinden ne kadar
farkli olacaktir?

Enerji{ fark(t)} = [ |fark(t)|?dt (4.21)

Bu sorunun cevabi aslinda basittir, eger Esitlik 4.20’de verilen fark sinyalinin enerijisi sifira
yakinsiyorsa, 1\l/im Enerji{ fark(t)} = 0 Fourier serisi katsayilarinin yakinsak oldugu anlamina

gelir. isin gercegi elektrik-elektronik mihendislerinin karsilasmasi muhtemel tim sirekli
zaman periyodik sinyaller Fourier serisi katsayilari ile ifade edilebilir, yani yakinsaktir.

1.5

0.5

fark(t)
°

mw#vw- wﬁww

-0.5

s 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
t

Enerji{ fark(t)}=39.2116
Sekil 4.8 50 harmonik igin fark(t) sinyali ve enerji degeri.

MATLAB kodlarini kullanarak farklh N degerleri igin fark(t) sinyalinin enerjisinin nasil degistigini
inceleyiniz.
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4.3.3 Fourier serisinin yakinsamadig1 durumlar, Dirichlet kosullari

P.L. Dirichlet adli sahis, sahsina miinhasir sinyaller bulmus ve bunlari ana basliklar altinda
kategorize etmeyi basarmistir. Dirichlet kosullari (Dirichlet,1829) adini verdigimiz kosullari
saglamayan sinyalleri strekli zaman ve periyodik olmalarina ragmen Fourier serisi katsayilari
ile ifade edemeyiz, clnki bu sinyaller icin Fourier serilerinin yakinsama 0zelliginden
bahsedemeyiz. “4.3.2 Fourier serisi yakinsama 6zelligi” bolimu altinda bahsedildigi Gizere her
ne kadar bu sinyaller ile elektrik-elektronik mihendislerinin karsilasma olasiligl pek bulunmasa
da surekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimini verip, Dirichlet kosullarindan
bahsetmemek olmaz.

Kosul 1: Bir periyot boyunca x(t) mutlak integrali alinabilir olmahdir. Esitlik 4.22 saglandiginda
|ax| < oo olacagindan tiim stirekli zaman periyodik sinyaller i¢in Kosul 1 saglanmalidir.

[1x@®)] dt < oo (4.22)

Kosul 2: Strekli zaman periyodik sinyalin bir periyodu boyunca sinirli sayida minimum ve sinirli
saylda maksimum bulunmahdir.

Kosul 3: Sirekli zaman periyodik sinyal, bir periyodu boyunca sinirh sayida streksizlik
icermelidir.
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