HAFTA 8: FOURIER SERILERI OZELLIKLERIi
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4.4. Fourier serisinin 6zellikleri

Surekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimi birgok 6zellik sergilemektedir. Bu
bolimde; bu o6zellikler detayh bir bicimde agiklanacak, bir kismi ispatlanacak, bir kisim ispat
ise okuyucuya birakilacaktir. Agiklamalarin ardindan Fourier Serisi (FS) ozellikleri bir tablo
altinda o6zetlenecektir. Surekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimine ait
ozelliklere bu denli 6zen gosterilmesinin ve bu detayda incelenmesinin nedeni, sunulacak olan
ozelliklerin tiim Fourier donlisimu gosterimleri icin blyuk bir benzerlik gésteriyor olmasidir.
Bu nedenle saglam atilacak bir temelin, bu 6zelliklerin iyi anlasilmasi agisindan 6nemli olacagi
degerlendirilmektedir.

Bundan sonraki boélimlerde Esitlik 4.23’te sunulan tanimlar kullanilacaktir. Esitlik 4.23’te FS,
Fourier serisi analiz denklemini, FS~1 ise Fourier serisi sentez denklemini ifade etmektedir.

a, = FS{x(t)}
by = FS{y(t)}
x(t) = FS™"{ay}

y(t) = FS™'{by} (4.23)
4.4.1 Dogrusallik 6zelligi (Linearity property)

Surekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi gdsterimi dogrusaldir. Diger bir deyisle, S1
ve S2 birer sabit olmak lizere,

z(t) = S1x(t) + S,y (¢)
¢ = FS{z(t)} = FS{S1x(t) + S,y(t)} = S1a; + S, by (4.24)
Esitlik 4.24 saglanmaktadir.
Ornek 4.3:

x(t) = cosQyt ve y(t) = sinQyt olmak tizere x(t) ve y(t) fonksiyonlarinin Fourier serisi
katsayilari biliniyorsa, z(t) = e/®t = cosQ,t +j sinQyt, j = v—1 fonksiyonunun Fourier
serisi katsayilarini dogrusallik 6zelligini kullanarak hesaplayiniz.

Ornek 4.1 icin ax ve bk katsayilarini daha &nce hesaplamistik. S1’in 1, $2’nin j oldugundan
hareketle,

a_, = *vea, = =
-17 5 1= 5
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1 1
b_1 = ——Ve b1 = —
2j 2]

¢k = FS{z(D)} = FS{S1x(t) + Sy ()} = ay + jby

C_q1 = %— 2]—] =0vec, = %+ 2]—] = 1 olarak hesaplanir.

Bu durumda Fourier serisi katsayilarini hesaplamak istedigimiz herhangi bir z(t) sinyalini
birden ¢ok sinyalin toplami olarak ifade edebiliyor isek, bu sinyalin Fourier serisi analizini
gerceklestirmek yerine, Fourier serilerinin dogrusallik 6zelliginden faydalanarak Fourier serisi
katsayilarini bildigimiz sinyallerin toplami olarak hesaplayabiliriz. Dogrusallik 6zelligi bize
karmasik (zor) gelen stirekli zaman periyodik sinyallerin Fourier serisi katsayilarinin analizinde
blyuk kolaylk saglar. Ne de olsa karmasik bir problemi kendisinden daha basit bir¢ok dogrusal
probleme ayirabiliyor, bu basit problemleri ¢6zlp topladigimizda karmasik problemin
¢O6zimuine ulasabiliyor isek dogrusallik 6zelligini kullanmak son derece yerinde, uygun ve
dogru bir yaklasim olacaktir.

4.4.2 Zamanda tersine ¢evirme 6zelligi (Time Reversal Property)

Bu oOzellik yazarlar tarafindan 6zellikle dnemli bulunmaktadir. Bunun nedeni 6zelligin bizzat
kendisi degil, 6zelligin ispati sirasinda karsilasilan zarif matematiksel incelemedir.

Esitlik 4.23'te verildigi Gzere x(t) sinyalinin Fourier serisi katsayilari ac’y1 bildigimize gore acaba
x(—t)’nin Fourier serisi katsayilari ax cinsinden hesaplanabilir mi? Bu sorunun baslangic

noktasi, periyodik olan x(t) sinyalinin periyodunun T=;—“ olarak degismeden kalacak
0

olmasidir. Fourier serisi sentez denklemini tekrar incelersek:

[o0]

x(t) = Z a, elkdt
k=—0o0
oo (e
YO =x(- = ) b, MW= N g eIk
k=—o0 k=—o0

(4.25)
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Esitlik 4.25’i elde etmis oluruz. Fourier serisi sentez denkleminin cekirdegi e/t oldugundan
amacimiz HER ZAMAN donisimd orijinal gekirdegine benzetmek olmahdir. m = —k degisken
dontsim kullandigimizda

[oe]

YO =x(-0= ) ay emt
by, = FS{y(t)} = a_; (4.26)

x(—t) = FS™{a_,} olacaktir. Diger bir deyisle zamanda tersine gevirme 6zelligi, zamanda
tersine gevrilmemis periyodik sinyale ait Fourier serisi katsayilarina ait indislerin tersine
cevrilmesi ile elde edilebilecektir: b, = a_; .

Bu bolimu bitirmeden dnce merakli 6grencilerin zamanda tersine ¢evirme 6zelligi konusunda
bir miktar daha ileri gitmek istediklerini diistiniyorum. Bélimin basinda inceledigimiz tek ve
cift sinyallere geri dénelim. Cift sinyaller igin x(t) = x(—t), a;, = a_j tek simetrik sinyaller
igin x(t) = —x(—t), a; = —a_j olacagindan, zamanda cift simetrik sinyallerin Fourier serisi
katsayilari da cift simetrik, zamanda tek simetrik sinyallere ait Fourier serisi katsayilari da tek
simetrik olacaktir. Bu 0Ozellik bir paragrafta Ozetlenmis olsa da Fourier Donusimi
aktarildiginda son derece faydal sonuglari oldugu goriilecektir.

4.4.3 Konjlige simetri 6zelligi (Conjugate symmetry)

Tek ve cift simetrik sinyallerden bahsettikten sonra hemen ardindan konjlige simetri
Ozelliginden bahsetmeden olmaz. Esitlik 4.27°de her iki tarafin kompleks konjligesini

aldigimizda,
x(t) = FS™"{ay}
(o]
x(t) = Z a, elkdt
k=—o0
o * oo oo oo
X (6) ={ Z e ejkﬂﬁ} _ Z @ (e/k0oty* = Z af, e~ /KOt = Z ar,, e/mOot
k=—o0 k=—o0 k=—o0 m=—oo

X*(t) = FS~Ha’ )
(4.27)

Esitlik 4.27’yi gortp x(t) sinyalinin gercel olmasi durumunda neler olur sorusunu sormadan
gecemeyiz.
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x(t) = x*(t) ise

a, = a*_k (428)

Esitlik 4.28, x(t) sinyalinin gercel olmasi durumunda Fourier serisi katsayilarinin konjige

simetrik olacagini gostermektedir. Bu durum birgok ilging Fourier serisi 6zelligi silsilesine

neden olacaktir.

vi)

Gergel sinyallere ait Fourier serisi katsayilarinin genlik “spektrumu” gift simetrik
cikar: a;, =a’,, |lag| = la_gl.

Gercel sinyallere ait Fourier serisi katsayilarinin faz “spektrumu” tek simetrik cikar.
Gergel sinyaller ayni zamanda ¢ift simetrik ise, Fourier serisi katsayilari hem gercel
hem de cift simetriktir.

Gergel sinyaller ayni zamanda tek simetrik ise, Fourier serisi katsayilari tamamen
sanal (purely imaginary) ve tek simetriktir.

Gergel sinyal tek ve gift kisimlarin toplami olarak ifade edilebileceginden, sinyalin
¢ift kisminin Fourier serisi katsayilari; sinyalin Fourier serisi katsayilarinin gergel
kismini Re(ay), sinyalin tek kisminin Fourier serisi katsayilari ise sinyalin Fourier
serisi katsayilarinin sanal kismini j Im(ay) verir.

Surekli zaman, periyodik sinyalimiz gercel oldugunda acaba Fourier serisi analizi
icin neler soyleyebiliriz?

Yukarida gordiginiz (i) maddesinin ispatina benzer bir bicimde (ii), (iii), (iv) ve (v)

maddelerini ispatlayarak bulmaniz sinavlardaki basariniz igin son derece faydali olacaktir.

Bununla birlikte (vi) bendindeki yorum biraz daha karisik olabilir.

(o]
x(t) = Z a, elkt

k=—o0
oo
x(t) = ag + Z{akejmot + a_pe Jkot}
k=1
a, =a’, oldugundana_, = a,

x(t) =ag+ Z,‘le{akejmot + a}ie‘jmot} (4.29)

Bir karmasik fonksiyonu, ayni karmasik fonksiyonun karmasik konjiigesi ile toplarsak

x(t) =ay + Z 2Re{a; e/}
k=1

elde ederiz. Elektrik-elektronik miihendisliginde Kompleks Fonksiyonlar Teorisinin bu kadar ¢cok

kullanilacagi hig akliniza gelir miydi? a;’y1 kutupsal formda ifade edersek;

ap = Ckejgk
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x(t) =ap+ Xp=1 2Re{akejk90t} = x(t) = ayg + 2 Y=, Cxcos{kQot + 0} (4.30)

Esitlik 4.30, gergel, sirekli zaman, periyodik sinyallerin Fourier serisi gosterimi i¢in yaygin
olarak kullanilan bir bigimdir. Bir diger bigim sliphesiz ak katsayilarinin kutupsal degil,
Kartezyen koordinatlarda ifade edilmesi durumunda elde edilir.

ay = Ay + jBy

ax = FS{X(t)} = FS{xeven(t) + xodd(t)}

x(t) =ag+2 Z Aycos{kQqt} — Bysin{kQ,t}
k=1

(4.31)

Esitlik 4.31 incelemeye son noktayl koyar. Herhangi bir gercel, periyodik, stirekli zaman
sinyalini tek (sinls) ve ¢ift (kosinls) fonksiyonlarin toplami olarak ifade edebiliriz.

4.4.4 Zamanda kayma (Time shifting)

Zamanda t, kadar kaymis x(t) stirekli zaman periyodik sinyalinin periyodu olan T degismez.
y(t) = x(t — t,) olarak ifade edildiginde,

by = FS{y(t)}

1 .
by = —J x(t —ty)e Tt dt
T

T
J’(t) = X(t - tO) = Z a ejkﬂote—jkﬂoto
k=—o0
bk = ake_jkﬂoto (432)

elde ederiz. Zamanda t, kadar kaymanin FS katsayilarini ne sekilde etkiledigini yazili olarak
ifade etme gorevi Size birakilmistir.

4.4.5 Parseval Teoremi

Periyodik, stirekli zaman sinyalleri icin (periyodik olmalari nedeniyle sonsuz enerjiye sahip
olduklarindan) enerjiden bahsedemesek bile ortalama glic degerinden bahsedebiliriz. Esitlik
4.33 periyodik, strekli zaman sinyalleri icin ortalama glic ifadesini vermektedir.

Py = %fT lx(t)|* dt (4.33)
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|x|? = x x* (4.34.a)

olarak verilebileceginden, Esitlik 4.34.a denkleminde x*(t) yerine Fourier serisi acilimi yazilir

ise;
Py = %fOTx(t) Yoo aj e Tt (4.34.b)
Pyt) = X e G {% fOTx(t) e‘f"ﬂotdt} (4.34.¢)
Pyt) = Xke—oo A Qg (4.34.d)
~fp lX@P dt = T2 _olal? (4.35)

Esitlik 4.35 ile verilen Parseval teoremi ya da Parseval iliskisi periyodik bir sinyalin ortalama
glicli ile bu sinyali olusturan harmonik bilesenlerine ait gliclerin toplaminin birbirine esit
oldugunu ifade etmektedir.

4.5. Bir bakista Fourier serisi 6zellikleri

Surekli zaman, periyodik sinyallere ait Fourier serisi 6zellikleri asagida listelenmistir.

Tablo 4.1 Bir bakista Fourier serisi 6zellikleri

[0e]

x(t) = Z a, e/l

k=—o0
T

1 —j 2T
a, == | x(t)e JkQot gt , T = =— Ttemelperiod olmak iizere
k=T Q

0

Ozellik Sinyal Fourier serisi katsayilari
Tanim x(t) ay
y(t) by,

Dogrusallik S1x(t) + S,y(t) Siay + Syby
Time Reversal (Zamanda x(—t) a_y
tersine cevirme)
Eslenik (Complex conjugate) x*(t) a’y
Zamanda kayma (Time x(t —tg) a, e /*to
shifting)
Gergel ve cift sinyaller x(t) ay

Gergel ve cift Gergel ve cift
Gercel ve tek sinyaller x(t) ay

Gergel ve tek Sadece sanal ve tek
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Gergel sinyalin gift kismi

Xeipe (1)

Re(ay)

Gergel sinyalin tek kismi

xtek(t)

Jj Im(ay)

Parseval teoremi

IR W

oo

k=—o00

Tablo 4.1’de verilen 6zelliklerin TAMAMINI kolaylikla anladiginizi ve her bir satiri gene kolaylikla

ispatlayabileceginizi biliyoruz.
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