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BOLUM 5: SUREKLi ZAMAN FOURIER DONUSUMU
CONTINUOUS TIME FOURIER TRANSFORM

Bir durum karsisinda miimkiin olabilecek tiim olasiliklari diistinebilmek, hatta hesaplayabilmek
son derece 6nemlidir. Bolim 4’te detayl bir bicimde anlatilan Fourier serileri, stirekli zaman
periyodik sinyallerin gosterimi icin gegerli ise acaba sirekli zaman periyodik olmayan
(aperiyodik kavrami periyodik olmayan kavrami ile birlikte kullanilacaktir) sinyaller icin acaba
Fourier serileri hesaplanabilir mi? Bu sorunun cevabi kisa ve nettir. Hayir, ¢clinkii Fourier serisi
analizi belli bir T temel periyodu igin yapilmaktadir. Bu durumda aperiyodik slrekli zaman
sinyalleri icin Fourier serisi gosterimi mimkin degildir.

Periyodik olmayan siirekli zaman sinyalleri icin acaba baska bir gosterim (sentez, acilim)
mimkin mudar?

5.1 Siirekli zaman periyodik olmayan (aperiyodik) sinyallerin Fourier
doniisimii

B6liim 4, Ornek 4.2’ye geri déner isek:

Temel periyodu T olan, 1 degerini 277 sliresi boyunca alan bir kare dalganin analitik denklemini
ifade etmis idik.

1, -T, <t<T,

0, -T/y<t<-TyveTy<t<T/, (5.1)

x(t) = {

Bu kare dalganin Fourier serisi katsayilarini hicbir basamak atlamadan, sabirla Esitlik 4.18’de
ifade etmistik. Simdi ayni esitligi tekrar hesaplayalim. Tek bir farkla; T temel periyodu boyunca
alacagimiz integrali Sekil 5.1’de verilen aperiyodik kare dalga icin hesapladigimizi varsayarak:

1 )
a, = Tf x(t)e Tkt gt
T

(5.2.a)

1 (72 :
a, = —f x(t)e Tkt gt
T ) 1/

(5.2.b)
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xit) Aperiyodik Kare Dalga

o5k -

Sekil 5.1 Stirekli zaman aperiyodik kare dalga x(t).

Bu durumda, Esitlik 5.2.b, Esitlik 5.3.a halini alir.

T/2
a; = lim = x(t)e ot dt
k T-oT -T/2 ( ) |Q=kﬂo

(5.3.a)

Limit durumda; temel periyot T sonsuza giderken (T — o), diger bir deyisle periyodik kare
dalganin, sadece tek bir periyodu kalip, sinyal periyodik olmayan bir hal alirken a; Fourier
serisi katsayilari limit durumda buiyik bir sayiya (T) béliindigiinden (Bakiniz Esitlik 5.3.a) a; —

0, . lim OakT belirsiz bir degere ve kQ, = Q ise artik belirli bir temel frekansin
—)OO'ak—)

harmonikleri yerine, sonsuz kiiguk aralklarla Qy =

2T
T
iste bu limit durumundaki belirsizlige artik yeni bir tanim yapmanin zamani gelmistir.

, strekli bir 0 degiskenine donusdir.

Esitlik 5.3.a’da kaldigimiz yerden devam edersek Esitlik 5.4 tanimina (esitligine, denkligine)
ulasmis oluruz.

lTim a,T = J x(t)e 7 dt

(5.3.b)

X(jo) = foox(t)e‘f“t dt
(5.4)

Sayfa 3



Bu zarif matematiksel incelemenin sonucunda Esitlik 5.4’Gn sol tarafinin neden X(jQ),Q =
2mf, f frekans olmak tizere olarak adlandirildigini aciklamakta fayda vardir. Oncelikle x(t)
fonksiyonunun Fourier donisimi alindigi icin donlisim bolgesindeki sinyal X olarak
adlandirilmistir. Tipki bilgisayar programlama dillerinde “case sensitive” degiskenlerde oldugu
gibi (x ve X) farkh fonksiyonlara karsilik gelmektedir. Yumusak parantez kullaniimasi X (j{)
fonksiyonunun Q‘nin sirekli bir fonksiyonu oldugu (€, harfinin kullaniimasi frekansin
kaynaklandigi zaman sinyalinin (t) stirekli oldugu), j kompleks ifadesi ise X (jQ) fonksiyonunun
karmasik olabilecegi (olmak zorunda olmamakla birlikte) anlamina gelmektedir. Yine higbir
karakter, sembol, harf bosa harcanmamis, hepsi fiziksel bir gercegi ifade etmek Uzere
kullantimistir.

Farkh kitap ve literatlr kaynaklarinda X (jQ) yerine X () ya da X(f) ifadelerinin kullanildig
gorilebilir. Mevcut gosterim slper set olup diger gosterimleri kapsadigindan tercih
edilecektir.

Surekli zaman periyodik olmayan sinyallerin Fourier donisiimi gosterimini tamamlamak
ancak donlisim ciftinin verilmesi ile tamamlanabilir. Esitlik 5.5’te sunulan ilk denklem ispati
verilen analiz (Fourier Donilisimi) denklemi, ikinci verilen denklem ise sentez (ters Fourier
donltstimi) denklemi olarak adlandiriimaktadir. dQ) = 2m df olacagindan sentez denkleminin
acisal frekans yerine gizgisel frekans ile verilmesi durumunda (Proakis,2007) 1/2m katsayisi
bulunmayacaktir.

X(jQ) = j-_oo x(t)e 1% dt

x(t) = iJwX(iﬂ)efm dQ
2w )_,

(5.5)

Fourier donlslimu ciftinin verilmesi ile stirekli zaman periyodik olmayan sinyallerin Fourier
donlsimi gésterimi tamamlanmis olur. Akilda kalan soru ise “Acaba stirekli zaman periyodik
sinyallerin Fourier donlisimu var midir?” seklinde olacaktir/olmalidir.

5.2 Siirekli zaman periyodik sinyallerin Fourier doniisiimui

Matematiksel incelemeler ¢cogu zaman bizi farkli yorumlara gétiirebilir. Ornegin artik icinde
temel periyod ifadesi T bulunmayan bir esitlik icin (Esitlik 5.5) sdrekli zaman periyodik
sinyallerin Fourier serisi acilimina karsilik gelebilecek (diger bir deyisle periyodik sinyaller icin
Fourier serisi acihmi ile Fourier donlisim arasinda bir koprd, bir iliski kurabilecek) bir Fourier
donlsim bulunabilir mi? Esitlik 5.5 ile bir yere varamayacaginiz agiktir.
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Matematik biliminin gizemli fonksiyonu birim diirtii ve Fourier donlisimunin Fourier serileri
ile ifade edilebilecegi sirekli zaman periyodik sinyallere bu defa zaman degil, frekans bolgesi
gosteriminden baslayarak yola ¢ikalim. Fourier donlisim Esitlik 5.6’da verilen fonksiyonu ele
alalim.

X(jQ) = 2m8(Q — Q) (5.6)

Bu sinyalin ters Fourier donisiimd ile zaman bolgesine gegmek istersek:

1 (® )
x(t) = 7 f X(jR)e' dQ
x(t) = 1 2n8(Q — Q)M dQ
2 0

Birim durtl fonksiyonunun sadece () = Q, noktasinda degeri olacagi gerceginden hareketle
x(t) = e/t (5.7)

olarak hesaplanir. Bu durumda Fourier dénisimu Esitlik 5.6 ile verilen fonksiyonun zaman
bolgesinde periyodik bir fonksiyon oldugu hesaplanmis olur. Fourier dénisimiiniin dogrusal
oldugundan hareketle, a;’lar tamamen birer sabit olmak lizere

x(t) = e/t
x'(t) = aj ekt

Esitlik 5.8’de verildigi tizere yeni bir x(t) fonksiyonu tanimlarsak:

k=o0

x(t) = Z ay e/k%ot

k=—o0

(5.8)

Fourier donlisimiiniin dogrusallik 6zelliginden dolayi Esitlik 5.8’de verilen x(t) fonksiyonunun
Fourier donusuimi Esitlik 5.9°da verildigi Uzere bulunur. Esitlik 5.8 ile verilen x(t)
fonksiyonunun; herhangi bir strekli zaman periyodik sinyalin Fourier serisi acilimina karsilik
geldigi gerceginden hareketle: Siirekli zaman periyodik sinyallerin Fourier donlisimunin,
Esitlik 5.9 ile verilen Fourier serisi katsayilari ile hesaplanabilecegini ispatlamis oluruz.
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(5.9)

5.3 Siirekli zaman periyodik ve siirekli zaman aperiyodik sinyallerin Fourier
donisiimiine giizel bir 6rnek

Sekil 5.2’de verilen birim dirtl katarina ait Fourier dontsiimin{ hesaplayiniz.

x(t)

R

2T T 0 T 2T

Sekil 5.2. Birim dirta katari.

Sekil 5.2°de verilen birim durti katarinin x(t) = Y.x-_, 6(t — kT), stirekli zaman periyodik bir
sinyal oldugundan hareketle, Esitlik 5.5 Fourier donlisimi denklemine basvurmadan 6nce

Fourier donltsimiinin hesaplanabilmesi igin Fourier serisi katsayilarina ihtiyacimiz oldugunu
biliyoruz.

T/2 _
f x(t)e Tkt gt
~T/2

1 (T2 .
a, = —f S(t)e Tkt gt

T -T/2

1 (7/2 1
a, =— () dt ==,Vk
k=T e (®) T

(5.10)

Periyodik sinyallerin Fourier donlisimu igin:

X(jQ) = Z 2, 5(Q — kQy)

k=—o00
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X(jO) = Zeee(0Q — k) = (5) Xi_w 8 (2 - ZF) (5.11)

X(jQ)

20, -0, 0 Qy== 20,

Sekil 5.3. Birim dirtl katarina ait Fourier dénlisim: Yine darbe katari.

Esitlik 5.11 ile hesaplanan birim dirti katarina ait Fourier dontisim Sekil 5.3'te sunulmustur.
Tekrar hatirlatalim: Periyodik sinyallere ait FD (Fourier Donlisimi) ancak FS (Fourier Serileri)
katsayilari ile hesaplanabilir. Simdi, Sekil 5.4 ile verilen aperiyodik birim dirtl icin FD
hesaplayalim.

X(jQ) = jmx(t)e‘mt dt
X(Go) = [" s®e dt =1 (5.12)

x(t)

Sekil 5.4 Birim durta katari.

Sekil 5.5, Sekil 5.4’teki x(t) sinyalinin FD’sini gbstermektedir.
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X(Q)

Q

Sekil 5.5 Birim dirtl katarina ait Fourier dontisima.

Sekil 5.3 ve Sekil 5.5 ile verilen sirasiyla periyodik ve aperiyodik dirtil sinyallerine ait Fourier
dontslimlerinin fiziksel anlamlarini inceleyelim. Zaman boélgesinde birim dirtilerin arasi
acildikca (T, temel periyod biyldikece), frekans bodlgesinde birim dirtllerin birbirine
yaklastigini ve zaman bolgesinde sinyalin aperiyodik olmasi durumunda frekans bolgesinde
birim dirtilerin artik bir streklilik icererek X (jQ) = 1 halini aldig1 gériilmektedir.

Bir diger fiziksel yorum ise DZD (LTI) sistemlerin zaman bdlgesinde neden birim durta
fonksiyonuna verdikleri tepki (h[n]) ile ifade edilebildiginin agiklamasidir. DZD sistemin girisine
verilen birim durtl fonksiyonu frekans bolgesinde tim frekanslari kapsadigindan X (jQ) = 1,
DZD sistemin frekans bolgesinin tamami igin verdigi tepki H(jQ) hesaplanmis olur. Fourier
donldsimiinin 6zellikleri Fourier serilerinin 6zellikleri ile bire bir benzerlik gosterdiginden
sadece dnceki boliimde ispatlanmayan Katlama Ozelligi sunulacaktir.

5.4 Katlama 6zelligi, DZD sistemlerin frekans bolgesi gosterimi

DZD sistemlere geri dondiigimuzde ilk akhmiza gelen katlama integrali Esitlik 5.13 ile
verilmektedir.

y(@®) = [~ x(@h(t-1)dt (5.13)

Diger yandan cikis sinyali y(t)’nin, Esitlik 5.14 ile Fourier dontsimini hesaplarsak,

(0]

[ J x()h(t—1) dt] e T dt

— 00

(0]

Y(iQ) = Fly(®)} = j y(©e T2 dt = f

—00

(5.14)
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Y(jQ) = j-oo x(1) dt

f h(t — 1) e 7%dt

(5.15)

Zamanda kayma oOzelliginden koseli parantezin igini Esitlik 5.16’da verildigi sekilde
dizenleyebiliriz.

o

Y(jQ) = f X(DH(Q)e 7 dt = H(jQ) f oox(t)e—im dt = HGQ)X(Q)

(5.16)

Esitlik 5.17 ile verilen katlama 6zelligi, iki sinyalin zaman bdlgesinde katlanmasi ile bu iki
sinyalin Fourier donugsliimlerinin garpilmasi arasinda bir iliski sunmaktadir. Sistemin durtu
tepkisinin Fourier donlstim0 olan frekans tepkisi H(j2), DZD sistemin herhangi bir
frekansinda nasil davranacagini belirler.

_ h dr = h o) = LU
y© = [ x@he =D dr = x(0) » h(©) - H( )= 1o

(5.17)

Katlama 6zelligi, sadece kuramsal dogrusal ve zamanda degismez sistem analizinde muazzam
bir 5neme sahip olmakla kalmayip, gercek zaman uygulamalarinda katlama islem yukiinin ¢ok
ylksek olmasi nedeniyle tercih edilen bir yéntem olarak literatlrdeki yerini almistir.
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5.5. Bir bakista temel Fourier doniisiimii ciftleri

X(jo) = fjooo x(t)e 72 dt (Surekli zaman, aperiyodik sinyallerin FD)
X(GQ) = Yr_ o 2ma,6(Q — kQ,) (Surekli zaman, periyodik sinyallerin FD)

x(t) = if_oooo X(jQ)el* dQ (Sirekli zaman ters FD)

Sinyal Fourier Doniisiimii
cos Qyt n[6(Q—Qy) +6(Q+ Qp)

- T

e/t = cos ot +j sinQt | T[S(Q— Q) + 5(Q+ Q) + 7[6(Q — Q) — 5(Q + Qp)

x(t) =1 21 §(Q — Qolg,=0) = 2w 5(Q)
_( LIt <Ty , 2sin QT;
5(t) 1

Sizce hangi sinyallerin Fourier donlisimi yaninda Fourier serisi katsayilari var? Tabii ki,
periyodik olan sinyallerin. Peki, periyodik sinyallerin Fourier donlisiminde neden birim
dirtl fonksiyonu var? Periyodik sinyalleri gli¢ ve enerji agisindan inceleyiniz.

(*) Sizce x(t) ile verilen kare dalga periyodik midir? Periyodik kare dalganin Fourier
donlsimiini hesaplayiniz.

Diisiinmeden é§renmek, vakit kaybetmektir. KONFUCYUS
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