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BOLUM 6: ORNEKLEME TEOREMI - SAMPLING THEOREM

Surekli zaman sinyallerinden kesikli zaman sinyallerine (analog sinyallerden sayisal sinyallere) gegisin
anlasilmasi icin elzem olan 6rnekleme teoremi; sinirlh bir bant genisligine sahip sirekli zaman
sinyallerinden “yeterince” ¢cok 6rnek alinmasi durumunda bu 6rneklerden “kayipsiz” bir bicimde strekli
zaman sinyaline geri donilebilmesini ifade eder. Bu durum her ne kadar analog sistem tasarimi yerine
tasarlanmasi daha kolay ve “uygun” olan sayisal sistemlerin tercih edilmesi ile yakindan iliskili olsa da
bu bolim igerisinde stirekli zaman sinyallerinin (belli ve sinirli bir bant genisligine sahip) kesikli zaman
orneklerinin bulunmasina ait kuramsal alt yapi ile sinirh kalacaktir.

Bu bolim igerisinde; sirekli zaman sinyalinden kesikli zaman sinyalinin 6érneklerinin bulunmasini
anlatan Ornekleme teoremi — sampling theorem, Nyquist ya da Shannon teoreminden
kaynaklanmaktadir. Bu nedenle bu béliim boyunca Nyquist, Shannon ve Ornekleme/Sampling teoremi
bir birleri yerine kullanilabilir. Ayrica bélim boyunca dikkat edilmesi gereken bir diger husus bu boélim
icinde sayisal (digital) sinyal isleme ve/veya kesikli zaman sinyal isleme (discrete-time signal processing)
konularini esas alan A/D (analog to digital conversion) ¢cevrim uygulamalarinin bizzat kendisinin degil;
bu uygulamalarin kavranmasini kolaylastiran kuramsal alt yapinin saglanmasinin hedeflenmesidir. Bu
nedenle bu bolim kapsaminda fiziksel bir elektrik-elektronik mihendisligi uygulamasi ya da devre
bileseni degil, bolim adinda acikca yer aldigi Gizere 6rnekleme teorisinin anlasiimasi hedeflenmelidir.
Bu kuramsal alt yapi son derece kolay ve hizli bir bicimde kendini (A/D ve D/A) cevrimlerinde
gosterecektir.

6.1 Bant sinirh siirekli zaman sinyallerinin 6rneklenmesi

Sekil 6.1’de sirekli zaman sinyallerinin kesikli zaman sinyallerine dénistirilmesini ifade eden blok
diyagram yer almaktadir. Bolimdin ilerleyen kisimlarinda suirekli zaman sinyalinin neden sinirli bir bant
genisligine sahip olmasi gerektigi anlasilacaktir.
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Sekil 6.1 Sirekli Zaman (SZ) kesikli zaman (KZ) donisiimiine ait blok diyagrami.

Ornekleme teoreminin amaci; siirekli bir x(t) zaman sinyalinden (periyodik olmak zorunda degil)
duzenli ve T periyodunda 6rnekler alarak x[n], n € Z kesikli zaman sinyaline (dizisine) ulasmaktir. Bunu
yapmanin en dolambagsiz yolu x[n] = x(t )|t =,7 anlarinda elde edilecek x[n] = x(nT) dizisidir.
Boylece T zaman araliklari boyunca sirekli zaman sinyalinden 6rnekler alinarak kesikli zaman sinyali
olusturulmus olacaktir.
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6.2 Diizgiin (uniform), periyodik érnekleme

Surekli bir zaman sinyalinden kesikli bir zaman sinyaline ulasmanin matematiksel yéntemi en kolay
anlasilir bir bicimde (Oppenheim,1999) tarafindan gosterilmistir. Burada araliklari esit (dolayisi ile
diizglin ve periyodik) bir darbe katari ile rneklenmesi istenen stirekli zaman sinyali zaman bolgesinde
carpilmaktadir. Esitlik 6.1’de verilen d(t) darbe katari, —co < n < oo n € Z araliginda x(t) sinyali ile
carpilmak sureti ile drneklenmis zaman sinyali x;(t) esitlik 6.2'de elde edilir.

d(t) = YXm_ 8t —nT] Esitlik 6.1

xX5(t) = x(0)d(t) = x(t) Xy [t — NT] = Yo _ oo x(nT)S[t — nT] Esitlik 6.2

Sekil 6.2’de dirtiu katari ile carpilmis sinlzoidal dalga sekline sahip bir stirekli zaman sinyalinin
orneklenmis hali gorilmektedir. Eger bu sinyal zaman bilgisi icermeyecek sekilde kesikli zaman
sinyaline cevrilir ise Sekil 6.3’de sunulan kesikli zaman sinyali elde edilir.
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Sekil 6.2 Durtli katari ile garpilmis sinlizoidal dalga sekline sahip bir stirekli zaman sinyalinin
orneklenmis hali, x;(t)
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Sekil 6.3 Kesikli zaman sinyaline gegis, x[n]
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Ornekleme islemi sirasinda dikkat edilmesi gereken husus, zaman sinyaline ait iki érnek arasindaki
sirenin esit (uniform) ve periyodik olarak T kadar olmasidir. T 6rnekleme periyodu ile 6rnekleme

frekansi arasindaki iliski her zaman oldugu gibi f; = % olarak hesaplanmakta olup, 6rneklenen sinyalin

periyodik olmasi durumunda temel periyot ile karistirlmamalidir.

Ornekleme teoremi denildiginde ilk akla gelen Nyquist/Shannon frekansi ve buna bagh ortaya cikan
Nyquist/Shannon oraninin anlasilabilmesi icin 6rnekleme teoreminin frekans bolgesinde incelenmesi
gerekir. Tarihsel olarak ilk dnce 1928 yilinda Harry Nyquist tarafindan ima edilen 6rnekleme teoremini
1949 yilinda Shannon formiiliize etmistir. Literatlirde 6rnekleme teoreminin bir¢ok farkl varyasyonu
bircok farkli bilim insani tarafindan incelenmis olup bu bilim adamlarindan 6ne ¢ikan Nyquist/Shannon
frekansi ve Nyquist/Shannon oranini anlamak igin 6rnekleme teoremini frekans bolgesinde incelemek
faydali olacaktir.

6.3 Bant sinirh siirekli bir zaman sinyaline ait 6rnekleme isleminin

frekans bolgesinde gosterimi

Sekil 6.4’de ornekleme teoreminin etkisi frekans bolgesinde gosterilmistir. X(jQ), orneklenmesi
istenen bant sinirh x(t) sirekli zaman sinyalinin Fourier Donlsiim alindiktan sonra ortaya ¢ikan temsili
frekans bolgesi gosterimi, D(jQ), drnekleme islemini gergeklestiren zaman bolgesi darbe katarinin
gercek frekans bolgesi gosterimi, X;(jQ) ise 6rneklenmis sinyalin frekans bolgesi gosterimine aittir.
Zaman bolgesindeki carpma isleminin frekans boélgesinde katlama islemine karsilik geldigini bildigimize
gore herhangi bir sdrekli zaman sinyalinin frekans bdlgesindeki spektrumunu (izgesini), zaman
bolgesindeki darbe katarinin stirekli zaman Fourier donlsimi olan darbe katari (Bolim 5.3 Sirekli
zaman periyodik ve sirekli zaman aperiyodik sinyallerin Fourier dénisiimiine giizel bir 6rnek) ile
katlanmasi sonucunda (Bolim 3.4.2.1 Dagilma 6zelligi kullanarak karmasik bir katlama isleminin basit
hale indirgenmesine 6rnek) Sekil 6.4’de verilen X;(jQ) izgesini elde ederiz. Daha 6nceki bolimlerde
elde ettigimiz bilgi birikiminin sinyal isleme kavrayisimizi ne denli arttirdigina ayrica dikkatinizi cekmek
isterim.

Sekil 6.4’de sunulan izgenin elde edilebilmesi icin Qs = 2@ f; = 2?” acisal ornekleme frekansi ve B

orneklenmek istenen sinyalin maksimum frekans bileseni (bant sinirt) olmak Gizere Q5 — B > B olmasi
gerektigi agiktir. Aksi takdirde Q; — B bandinin hemen Uzerindeki frekans bilesenlerinin B bandinin
hemen altindaki frekans bilesenlerinin Uizerini 6rtecegi basit bir ¢izimle gosterilebilir. Bu girisimin

X(jQ) izgesini bozacagl, kesim frekansi B bant sinirinin hemen Ustiine ya da % frekansinin hemen

altina konulacak bir algak gegiren filtre ile orijinal X(jQ) izgesinin tekrar elde edilemeyecegi aciktir. Bu
durumda Nyquist orani (Nyquist rate) olarak adlandirilan “6rnekleme frekansi — sampling frequency”
degerine esitlik 6.3 sayesinde ulasilir. B frekansi (6rneklenmek istenen sinyalin maksimum frekans
bileseni, bant sinirt) ise Nyquist frekansi olarak adlandirilir. Sekil 6.4’den agikca gorilecegi lizere Esitlik
6.3’de blyuk “esitlik” olmasi durumunda X(jQ) orijinal izgesini bozmadan geri dénebilmek igin ideal
bir alcak gecirgen filtreye ihtiya¢ duyulacaktir.

Q—B> B, Q;>2B Esitlik 6.3
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Sekil 6.4 Frekans bolgesinde 6rnekleme teoreminin gosterilmesi: X(jQ) , 6rneklenmesi istenen x(t)
stirekli zaman sinyalinin temsili frekans bolgesi gosterimi, D(jQ), 6rnekleme islemini gergeklestiren
zaman bolgesi darbe katarinin hesaplanan frekans bélgesi gosterimi, X;(jQ1) ise bu iki sinyalin
katlanmasi (convolution) sonucu elde edilen érneklenmis sinyalin frekans bolgesi gosterimi

Her zaman oldugu gibi kavrayisimizi pekistirmek, konuyu icsellestirebilmek maksadiyla 6rnekleme
teoremi, son olarak frekans bolgesi gosteriminin matematiksel ifadesi esitlik 6.4’de verilmistir.

x5 (6) = x(D)d(0) = x(£) Z 5[t — nT] = z x(nT)8[t — nT]
Xs(jQ) = - X(jQ) * D(Q) = 2 5500 X(j(Q — kD) Esitlik 6.4
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6.4 Lakap, Aliasing

Ornekleme frekansi — sampling frequency esitlik 6.3 geregince hesaplanmadiginda ya da érnekleme
frekansi 6nceden belirlendiginde 6rneklenmek istenen siirekli zaman sinyalinin maksimum frekans
degerinin, bant sinirn B, esitlik 6.3 Nyquist frekansindan yiksek olmasi durumunda o6rnekleme
isleminde bozucu bir etki, aliasing gorilir. Bu durumda Sekil 6.4’de sunulan X;(jQ) harmoniklerinin
ic ice gecerek X(jQ) orijinal izgesinde Ortlicl bir etki yaratacagi gorulebilir. Bu durum aliasing (bozucu
etki, ortlisme) olarak adlandiriimakla birlikte aslinda orijinal sinyalin bozulmasindan ¢ok daha ciddi bir
sonuca neden olabilir. Bu durum Ornek 6.4’de sunulmustur.

Ornek 6.4: x(t) = cos(2m600t) olarak verilsin. Bu sinyalin érnekleme teoremine gére en az T=1/1200

sn, Qy = 21200 = 240()”% veya fs = 1200 Hz ile 6rneklenmesi gerekir. Ancak, 6rnekleme

periyodu olarak T=1/1000 alinir ve 6rnekleme frekansinin tam yarisina ideal bir algak gegirgen filtre
konulur ise elde edilecek siirekli zaman sinyali ne olur?

X(Q)

_QO QO = 1200w

D(jQ)

—12007 — 800 0 8007 1200 28007 32007

Sekil 6.5. Aliasing etkisi
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Ornekleme frekansinin, drneklenmek istenen sinyalin maksimum frekans bileseninden (Ornek 6.4 icin
sadece tek bir frekans olup, 600 Hz olarak verilmistir) Q; — B bandinin hemen {izerindeki (2000w —
1200 = 800m) frekans bilesenlerinin B bandinin hemen altindaki frekans bilesenlerinin UGzerini
orttugl acikca goriilmektedir. Bu durumda 6rnekleme frekansi olan 1,000 Hz yetersiz kalip, 6rnekleme
frekansinin tam yarisina konulan (500 Hz= 10007 rad/sn) ideal algak gegirgen filtrenin cikisinda x'(t)
sinyalinin elde edilecegi aciktir.

x'(t) = cos(2m400t) # x(t) = cos(2m600t)

Sonug olarak 600 Hz frekansinda verdigimiz kosinis sinyalimiz 400 Hz frekansinda bir diger kosinis

”ooas ”n u

olarak bize geri donmistir. Bu durum kesinlikle bir “bozucu etki”, “6rtisme”, “aliasing” ama belki daha
da 6nemlisi beklenmedik bir sinyal degisikliginden dolayi bir isim degisikligi, rumuz, lakap olarak bize
geri ddnmektedir. Ustelik 6rnekleme frekansi dogru secilmediginde orijinal sinyali geri elde etmek igin
konulacak algak gegirgen filtrenin kesim frekansinin yiikseltilmesinin de higbir ise yaramayacagi agiktir.

Ornegin kesim frekansinin 1000 Hz olmasi durumunda elde edilecek sinyal

x"'(t) = cos(2m400t) + cos(2m600t) + x(t) = cos(2m600t) olarak hesaplanacaktir. Sekil 6.6’da
zaman bolgesinde yeterince 6rnek alinmamasi durumunda elde edilebilecek aliasing effect “lakap”
etkisi sunulmustur.

Sekil 6.6 Surekli zaman sinyali ve yeterince 6rnek alinmamasi durumunda 6rneklerden geri catilacak
sinyal kesikli cizgiler ile gosterilmistir.

6.5 Bant geciren siirekli zaman sinyallerine ait ornekleme teoremi

Son olarak 6nemli oldugu distndilen bir husus: Belli bir bant araligi olan ancak algcak gegiren (low pass)
bir sinyal olmadigi icin Q,in # 0 olan bant gegiren sinyaller igin 6rnekleme teoremi Esitlik 6.5 ile verilir.

B= Quax — Qmin, 2> 2B, Q5> 2(Qmax — Linin) Esitlik 6.5

Qnin = 0 olmasi durumunda Esitlik 6.5, Esitlik 6.3’e indirgendiginden 6érnekleme teoremini Esitlik 6.5
ile verilen genel hali ile bilmek daha uygun olacaktir.
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