
KONU 3. PERİYODİK OPERATÖRLERİN ÖZDEĞERLERİ VE
ÖZFONKSİYONLARI

Tanım 3.1. P : L2 (0, π) → L2 (0, π) operatörünün tanım kümesi D(P )
olmak üzere

Py = λy, y ∈ D(P ) (3.1)

denkleminin λ = λ0 kompleks sayısıiçin y0 6= 0 çözümü mevcut ise, λ0 sayısına
P operatörünün özdeğeri, y0 fonksiyonuna ise λ0 sayısına karşılık gelen özfonksi-
yonu denir.

P operatörünün tanımıkullanılarak (3.1) denklemini aşağıdaki gibi de ya-
zabiliriz:

−y
′′

+ q(x)y = λy 0 ≤ x ≤ π (3.2){
y(0) = y(π)

y
′
(0) = y

′
(π)

(3.3)

Tanım 3.2. Eğer λ = λ0 kompleks sayısıiçin (3.2)− (3.3) sınır değer prob-
leminin y(x, λ0) 6= 0 çözümü mevcut ise λ0 sayısına P operatörünün özdeğeri,
y(x, λ0) fonksiyonuna ise λ0 sayısına karşılık gelen özfonksiyonu adıverilir.
Teorem 3.3. P operatörünün tüm özdeğerleri reeldir.
İspat. λ0 sayısıP operatörünün bir özdeğeri, y0 ise bu özdeğere karşılık

gelen özfonksiyonu olsun. Yani

Py0 = λ0y0

gerçeklensin. Lagrange eşitliğini kullanarak

(Py0, y0) = (y0, Py0)

elde edilir. Sonuncu eşitlikten ise

λ0(y0, y0)− λ0(y0, y0) = 0

çıkar. Buradan
(λ0 − λ0) ||y0||2 = 0

olur. Bu ise λ0 = λ0 anlamına gelir, yani λ0 reeldir.
Teorem 3.4. P operatörünün farklıözdeğerlerine karşılık gelen özfonksiy-

onlarıdiktir.
İspat. λ1 6= λ2 sayılarıP operatörünün iki özdeğeri ve y1, y2 ise sırasıyla

bu özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar ise

Py1 = λ1y1

Py2 = λ2y2

sağlanır. Lagrange eşitliğinde f = y1 ve g = y2 olmak üzere

(Py1, y2) = (y1, Py2)
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elde edilir. Buradan

λ1(y1, y2) = λ2(y1, y2) veya (λ1 − λ2)(y1, y2) = 0

çıkar. Bu ise
(y1, y2) = 0

anlamına gelir, yani y1 ⊥ y2 olur.

Alı̧stırmalar

1. A operatörünün tüm özdeğerlerinin reel olduğunu gösteriniz.
2. A operatörünün farklıözdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlarının dik

olduğunu ispatlayınız.
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