KONU 3. PERIYODIiK OPERATORLERIN OZDEGERLERI VE
OZFONKSIiYONLARI

Tanim 3.1. P : Ly (0,7) — Lo (0,7) operatdriiniin tamm kiimesi D(P)
olmak iizere
Py =Xy, y € D(P) (3.1)

denkleminin A = Ay kompleks say1si igin yo # 0 ¢dziimii mevcut ise, Ag sayisina
P operatoriiniin 6zdegeri, yo fonksiyonuna ise \g sayisina karsilik gelen 6zfonksi-
yonu denir.
P operatoriiniin tanimi kullanilarak (3.1) denklemini agagidaki gibi de ya-
zabiliriz: ,
—y +qx)y=y 0<z<nm (3.2)
{ y(0) =y(m) (3.3)
y (0) =y (m)

Tanmim 3.2. Eger A = A\g kompleks sayisi i¢in (3.2) — (3.3) simr deger prob-
leminin y(z, A\g) # 0 ¢oziimii mevcut ise g sayisina P operatoriiniin 6zdegeri,
y(x, \g) fonksiyonuna ise A\g sayisina karsilik gelen ézfonksiyonu adi verilir.

Teorem 3.3. P operatoriiniin tiim 6zdegerleri reeldir.

Ispat. ) sayis1 P operatoriiniin bir dzdegeri, yo ise bu tzdegere karsilik
gelen ozfonksiyonu olsun. Yani

Pyo = Aoyo

gerceklensin. Lagrange esitligini kullanarak

(Pyo,%0) = (y0, Pyo)

elde edilir. Sonuncu esitlikten ise

Mo (Y05 o) — Ao (Yo, yo) = 0
¢ikar. Buradan o ,
(Ao — o) llyol|” =0

olur. Bu ise \g = \¢ anlamina gelir, yani Ao reeldir.

Teorem 3.4. P operatoriiniin farkli 6zdegerlerine kargilik gelen 6zfonksiy-
onlar: diktir.

Ispat. )\ # )\ sayilar1 P operatoriiniin iki dzdegeri ve y1,ys ise sirasiyla
bu 6zdegerlere karsilik gelen dzfonksiyonlar ise

Pyr = iy
Py, = oy

saglanir. Lagrange esitliginde f = y; ve g = yo olmak iizere

(Py1,y2) = (y1, Py2)



elde edilir. Buradan

M (Y1, y2) = A2(y1,42) veya (A1 — X2)(y1,92) =0

¢ikar. Bu ise
(yh y2) =0

anlamina gelir, yani y; L yo olur.

Alistirmalar

1. A operatoriiniin tiim 6zdegerlerinin reel oldugunu gosteriniz.
2. A operatoriiniin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarimin dik
oldugunu ispatlayiniz.



