
KONU 4. ÖZDEĞERLER ve ÖZFONKSİYONLAR

Tanım 4.1. L : L2 (0, π) → L2 (0, π) operatörünün tanım kümesi D (L)
olmak üzere

Ly = λy, y ∈ D (L) (4.1)

denkleminin λ = λ0 kompleks sayısıiçin y0 6= 0 çözümü mevcut ise λ0 sayısına
L operatörünün özdeğeri, y0 fonksiyonuna ise λ0 sayısına karşılık gelen özfonksi-
yonu denir.L operatörünün tanımınıkullanarak (4.1) denklemini aşağıdaki gibide
yazabiliriz.

−y
′′
+ q (x) y = λy, 0 ≤ x ≤ π (4.2)

{
y
′
(0)− hy (0) = 0

y
′
(π) +Hy (π) = 0

(4.3)

Tanım 4.2. Eğer λ = λ0 kompleks sayısıiçin (4.2)− (4.3) sınır değer prob-
leminin y (x, λ0) 6= 0 çözümü mevcut ise λ0 sayısına L operatörünün özdeğeri,
y (x, λ0) fonksiyonuna ise λ0 sayısına karşılık gelen özfonksiyonu adıverilir.

Teorem 4.3. L Sturm-Liouville operatörünün tüm özdeğerleri reeldir.
İspat. λ0 sayısıL operatörünün bir özdeğeri, y0 ise bu özdeğere karşılık

gelen özfonksiyonu olsun. Yani

Ly0 = λ0y0

gerçeklensin. Lagrange eşitliğinde f = g = y0 olmak üzere

(Ly0, y0) = (y0, Ly0)

elde edilir. Sonuncu eşitlikten ise

λ (y0, y0)− λ0 (y0, y0) = 0

çıkar. Buradan (
λ− λ0

)
||y0||2 = 0

olur. Bu ise λ = λ anlamına gelir, yani λ0 ∈ R.
Teorem 4.4. L operatörünün farklıözdeğerlerine karşılık gelen özfonksiy-

onlar diktir.
İspat. λ1 6= λ2 sayılarıL operatörünün iki özdeğeri ve y1, y2 ise sırasıyla bu

özdeğerlere karşılık gelen özfonksi-
yonlar ise,

Ly1 = λ1y1

Ly2 = λ2y2

gerçeklenir. Lagrange eşitliğinde f = y1 ve g = y2 olmak üzere

(Ly1, y2) = (y1, Ly2)
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olur. Buradan
λ1 (y1, y2) = λ2 (y1, y2)

veya
(λ1 − λ2) (y1, y2) = 0

elde edilir. Buradan ise
(y1, y2) = 0

çıkar, yani y1 ⊥ y2 olur.
Alı̧stırmalar

1. L2 (0, 2) uzayında

l (y) := −y
′′
+ ln (1 + x) y, 0 ≤ x ≤ 2

diferansiyel ifadesinin ve {
y
′
(0)− 2y (0) = 0

y
′
(π) + 5y (π) = 0

sınır koşullarının yardımıile tanımlanan operatör T olsun.
a) D (T ) tanım kümesini yazınız.
b) ∀y1, y2 ∈ D (T ) için

(Ty1, y2) = (y1, T y2)

olduğunu ispatlayınız.
c) T operatörünün tüm özdeğerlerinin reel olduğunu gösteriniz.
d) T operatörünün farklıözdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlarının ortogo-

nal olduğunu ispatlayınız.
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