
KONU 11. DİZİLERİN ASİMPTOTİĞİ

Fonksiyonlara benzer olarak diziler içinde asimptotik eşitlikler tanımlanır.
Örneğin

αn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞⇔ lim

n→∞
n (αn − 1) mevcut ve sınırlı

βn = n+ o

(
1

n

)
, n→∞⇔ lim

n→∞
[n (βn − n)] = 0

gibi tanımlanır.
Dizilerin asimptotiğinde aşağıdaki eşitlikler sık sık kullanılır.

1) O
(
1

n

)
+ o

(
1

n

)
= O

(
1

n

)
, n→∞

2) O (n) + o (n) = O (n) , n→∞

3) O
(
1

n

)
+ o (1) = O

(
1

n

)
, n→∞

4) O
(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
= O

(
1

n

)
, n→∞

5) o
(
1

n

)
+ o

(
1

n2

)
= o

(
1

n

)
, n→∞

Soru 11.1.

αn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

gerçekleniyor ise

α2n = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

olduğunu ispatlayınız.
Çözüm.

α2n =

[
1 +O

(
1

n

)]2
= 1 + 2O

(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
= 1 +O

(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
= 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

Soru 11.2.

α2n = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

sağlanıyorsa,
1

αn
dizisinin n→∞ için asimptotiğini bulunuz.
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Çözüm.

α2n = 1 +O

(
1

n

)
= 1 +O

(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
= 1 + 2O

(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
veya

α2n =

[
1 +O

(
1

n

)]2
, n→∞

elde edilir. Buradan

αn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

çıkar. Sonuncu eşitlikten

1

αn
=

1

1 +O
(
1
n

) = 1 +O
(
1
n

)
−O

(
1
n

)
1 +O

(
1
n

) =

[
1 +O

(
1
n

)]
+O

(
1
n

)
1 +O

(
1
n

)
= 1 +

O
(
1
n

)
1 +O

(
1
n

) = 1 + O
(
1
n

)
1

= 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

yani
1

αn
= 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

sağlanır.
Soru 11.3. f ∈ C ′ [0, π] olmak üzere

π∫
0

f (x) cosnxdx = O

(
1

n

)
, n→∞

olduğunu gösteriniz.
Çözüm. Kısmi integrasyon yardımıile

π∫
0

f (x) cosnxdx =
1

n

π∫
0

f (x) d sinnx

=
1

n

f (x) sinnx|π0 − π∫
0

f ′ (x) sinnxdx


=

1

n

f (π) sinnπ − π∫
0

f ′ (x) sinnxdx


bulunur. Burada

f (π) sinnπ −
π∫
0

f ′ (x) sinnxdx
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fonksiyonu her n için (özel durumda n→∞ içinde ) sınırlıolduğundan

f (π) sinnπ −
π∫
0

f ′ (x) sinnxdx = O (1) , n→∞

elde edilir. Bu durumda

π∫
0

f (x) cosnxdx =
1

n

f (π) sinnπ − π∫
0

f ′ (x) sinnxdx


=

1

n
O (1) = O

(
1

n

)
, n→∞

olur.
Alı̧stırmalar.

1)

αn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

sağlanıyorsa,
1

α2n
dizisinin n→∞ için asimptotiğini bulunuz.

2)

λn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

µn = 1 +O

(
1

n

)
, n→∞

ise
λn
µn

dizisinin n→∞ için asimptotiğini bulunuz.

3)

an = γ + o

(
1

n

)
, n→∞

ise bn = 3
√
an dizisinin n→∞ için gerçeklediği asimptotik eşitliği bulunuz.

4)

βn = 1 +O

(
1

n2

)
, n→∞

ise β2n’nin asimptotiğini elde ediniz.
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