IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta I

Ders 1 : Bir Oyun ve Istatistiksel Hipotezlerin Testi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyar1: Bu ders notlar formal yaywnlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disgindadur.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Bu derste 6rnek olarak sunulacak olan iki kisilik basit bir para atma oyunu agagida sunulmustur
[1]. Her ne kadar basit olsa da oyunun yalnizca bir gozlem kullanarak istatistiksel karar vermeyi
sergiledigi diiginiilmektedir. I. Oyuncu istenirse kazanma giidiisii olmayan doga olarak da ad-
landirilabilir. Karar verme kuraminda kullanilan doga yakigtirmasi, gézlem kullanilarak bir karar
verme oldugunun anlatildig1 istatistik dersinin ilerideki konularinda rasgele gozlemlerin dagilimi

anlamiyla da oOrtiigecektir.

I. Oyuncu iki adet madeni paraya sahiptir. Paralardan biri yansiz olup digeri yanlhidir. Yanh olan
paranin rasgele atilmasi ile tura gozlemlenmesi olasiligi 1/3 tiir. I. Oyuncu hangi paranin yanh
oldugunu bilmektedir. Oyunda ilk hamleyi I. Oyuncu yapar, elindeki paralardan birini seger ve
yazi-tura atig1 yapar ve gozledigi sonucu /1. Oyuncuya soyler. Oyunda hamle sirasi I1. Oyuncuya
gelir. II. oyuncunun hamlesi ise /. Oyuncunun yazi-tura atigi sonucuna bakarak I. Oyuncunun
yanli paraylr m1 yaksa yansiz parayl mi atmig olabilecegini tahmin etmektir. Eger I1. Oyuncu
dogru tahmin yaparsa kayip kazang 0(sifir) dir. I7. Oyuncunun tahmini dogru degilse I. Oyuncu 1
birim kazanacaktir ya da I'I. Oyuncu 1 birim kaybedecektir. I7. Oyuncunun kazanci —1 birim ola-
caktir. Bu oyun genigletilmis formda oyun agaci ile asagida verilmigtir. Noktali ve kavisli ¢izimler
II. Oyuncunun informasyon(malumat) kiimelerini gostermektedir; bu kiimelerle I7. Oyuncu, I.

Oyuncu tarafindan hileli ve hilesiz paralardan birinin belirlenip rasgele atilmasiyla paranin gézlenen
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I.0yuncu (Doga)

Yansiz

II. Oyuncu

Tura 1/2

,,,,,,,

------

.

Yanh

Yansiz Yansiz

o

0 1 0 1 1 0 1 0

Sekil 1.1: Ornek olarak verilen iki kisilik oyunun genisletilmis formda oyun agacu.

sonucu hakkinda informasyona sahipken hangi paranin atildigi informasyonuna sahip olmadig1 an-

latilmaktadar.

Dersin konusu olmamakla beraber oyun ve karar verme teorilerinin istatistik karar vermedeki roliinii

daha anlagilabilir kilmak i¢in oyunun ¢o6ziilebilir forma sokulmasi agagida gosterilmigtir.

I. Oyuncunun stratejilerinin -bir oyuncunun oyunun bagindan sonuna kadar oynayacagi hamlelerin
yer aldig1 yonergelerin herbiri ya da bir oyunda bastana sona oyunu oynama yoénergelerinin- kiimesi
X = {Yansiz, Yanl} dir. Yansiz para segimi 1 ve yanli para secimi 2 ile gosterilirse bu kiime X =
{1, 2} ile gosterilebilir. I1. Oyuncunun stratejilerinden birisi tura goézlendiginde yanh para oldugunu
sOylemek, yaz1 gozlendiginde ise yansiz para oldugunu séylemektir (tahminde bulunmak, yada dyle
olduguna karar vermek). Bu oyuncunun kullanabilecegi stratejilerin kiimesi dort elemanhdir ve
Y ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} dir. II. Oyuncunun 6rnek olarak verilen stratejisi ¥ kiimesinde yer

alan (2,1) ile gosterilmigtir. Asagida x € X ve y € Y olarak kullanilmigtar.

Rasgele hareketlerin sonucu olarak I. ve II. oyuncularin sirasiyla z = 1 ve y = (1,2) stratejilerini
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se¢mig olmalar1 halinde I. oyuncunun beklenen kazanci

I.ve II. oyuncular sirasiyla © = 2 ve y = (1, 2) stratejilerini segtiklerinde ise I. oyuncunun beklenen

kazanci

olur. I. Oyuncuya gore beklenen kazang I1. Oyuncuya gore beklenen kayip olarak degerlen- dirile-
cektir. Bu ise yukarida da ifade edildigi gibi M(2,(1,2)) = —1/3 olarak hesaplanacaktir. Ozetle
1. Oyuncuya gore beklenen kayip ve kazanclar bir matris ile ifade edilebilir. Bu ifade bigiminde I.
Oyuncunun 4. stratejisini segmesi halinde 7. Oyuncunun her bir j. strateji segimine kargilik bekle-
nen kazangclari i. satir vektorii ile; 77. Oyuncunun j. stratejisini se¢gmesi halinde 7. Oyuncunun her
bir . strateji secimine karsilik beklenen kazanclar: j. siitun vektorii ile gosterilmig olacaktir. Ornegin
bu matrisin (2,3) konumunda yer alan deger ile I. Oyuncunun 2. stratejisini ve II. Oyuncunun 3.
stratejisini se¢mesi ile I. Oyuncunun beklenen kazanci gosterilmis olacaktir. Buna tanimlamaya

gore I. Oyuncuya gore beklenen kayip ve kazang matrisi

(L1) (L,2) (2,1) (2,2)
1 0 1/2 1/2 1
2 1 1/3 2/3 0

olacaktir. I. Oyuncu kazancini engok(maksimum) yapmak igin(”iyi”) 1 stratejisini 4/7 olasilikla 2
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stratejisini 3/7 olasilikla oynamalidir. 7. Oyuncu ise kazancim engok (veya kaybini enaz )yapmak
i¢in (1, 1) stratejisini 1/7 olasilikla , (1,2) stratejisini 6/7 olasilikla oynamali ve diger stratejilerini
hicbir gekilde segmemelidir. Bunlar I. ve II. oyuncular i¢in en iyi stratejiler olup oyunun degeri

3/4 diir. I. Oyuncu kazanghdir ve I1. Oyuncunun kaybedebilecegi enaz degerdir.

Oyunun ¢oziimlenmesi bu dersin konusu olmamakla birlikte bu oyunda derse konu olabilecek pek
cok kavram vardir. Yeri geldikge bu kavramlar ele alinacaktir. Yukaridaki oyun i¢in baz saptamalar

yapilabilir:

e Verilen ornek oyunda oyuncular oyunun kurallarini bilmekte ve biri rakibinin hangi hamleleri
yapabilecegini ya da hangi stratejileri segebileceginden haberdardir. Oyuncularin her biri en

az digeri kadar akillidir.

e Bu oyunun ¢éziimlenmesi sonucu ortaya ¢ikan ”iyi” stratejiler yukarida verilen strateji kiime-
lerinde verilen belirli sayidaki stratejilerden biri degildir, bunlarin rasgelelik temelinde segimi
ile olugturulanlardan birisidir.Sonug olarak stratejiyi uygulayacak oyuncu da basglangicta hangi
stratejiyi uygulayacagini bilmememekte ve bunlar1 belirli olasiliklarla rasgele belirlemekte-
dir. Oyuncularin sonlu sayida strateji seceneklerinden biri yerine sayilamaz sonsuzlukta ras-
gelelegtirilmis seceneklerden birini se¢meleri onlara daha az kayip ya da daha fazla kazang

saglayabilir.

e Oyunun sonlandig: yerlerde I. Oyuncunun kazanclar: yer almaktadir. Kayip veya kazanclar
oynanan stratejinin oyuncuya verecegi fayda konusunda bir 6l¢iit ortaya koymaktadir. Oyun-
cunun saglayacag fayda hangi stratejiyi segmesi gerektigi konusunda etkileyici hatta kararina

vermesi konusundaki ilkeleriyle birlikte belirleyici bir iglevi vardir.

e Oyunda yer alan unsurlardan, oyuncularin secenekleri, stratejileri ve kayip- kazang- larinin
baz1 varsayimlarla birlikte kullanilmas: oyunun matematiksel olarak modellenip iglenmesine

olanak saglamigtur.

Son saptamadan baslayarak agagidaki kayip-kazanclari para olan oyunlar:1 ve i¢inde bulunulan du-
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rumlarla birlikte ele alip degerlendirmesini yapmak paranin miktar1 ve degeri ile sagladig:1 fayda
konusunu gozden gecirmemizi saglayabilecektir. Hemen belirtilmeli ki dersin konusu istatistiksel
karar vermedir ve cogu kez istatistik¢iler iizerinde galigtiklar1 olaylar ve olgular iizerine istatistiksel

cikarim yaparken fayda igin para yerine ¢oklukla bagka dlgiitler kullanirlar.

1. Hilesiz madeni bir paranin rasgele atilmasi sonucunda eger tura gozlenirse 2TL kazanildig,

yaz1 gozlenirse 1 TL nin kaybedildigi bir oyuna girme konusundaki karariniz ne olurdu?

2. Bu giine gore oldukga yiiksek bir miktar olan 10,000,000 TL paranizin oldugunu varsayalim.
Eger hilesiz para deneyinde(rasgele atiginda) gozleminiz tura ise 20,000,000 TL daha kazana-

cagniz yazl gozlenirse elinizdeki paray: kaybedeceginiz oyuna girer miydiniz?

3. Bir kumar oyununa katilsam diye istekli oldugunuzu diigiiniiniiz. Eliniz de de 3 TL paraniz
olsun. Boyle bir kumar oyunu firsat1 yakaladimz fakat oyuna girme parasi 5 TL dir. Bu arada
size goyle bir kumar 6nerisinde bulunulmusg olsun : hilesiz bir paranin rasgele atiliginda tura

gozlenirse 3 TL kazanilacak yazi gozlenirse 3TL kaybedilecektir.

Bu durumlara karsi bireylerin kumara katilma tepkileri bagka bagka olacaktir, bireyler “paranin

degeri” ile ”paranin miktar1’”nin ayni olmayabileceginin ayirdinda olacaklardir.
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Ders 2 :  Secim Aksiyomlar: ve Onemli Sonuclar:

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Istatistiksel tiimevarim istatistikci ile doga arasmda oynanan iki kisilik bir oyun olarak da tarif
edilebilir. Bu oyunda oyuncularin her ikisinin de kazancini en yiiksek yapmaya caba gosteren,
akully karar vericiler olduklar1 varsaymmi farkli olarak yorumlanmalidir. Bu anlamda istatistiksel
tiimevarim bir karar verme siirecidir. Bu siirece etki eden unsurlar secilebilecek eylemlerin kiimesi,
karar vermeye konu olan ortam ve olgulara hakim olan kanunlar ve verilen ortamda alinan eylem
karari ile dogan sonuglar olarak 6zetlenebilir [2]. Karar vermeye konu olan ortam ve olgulara hakim
olan yasalar istatistik terminolojisine de uygun olarak doganin durumu(state of nature) olarak

adlandirilacaktar.

Istatistik matematiksel bir model cercevesinde rasgelelik altinda karar vermek olarak nitelendirile-
bilir. istatistigin meta biliminin karar kurami oldugu ifade edilmekle beraber, kendine 6zgii yakla-
simlar: ile istatistigi yonlendirmekten daha cok; geligtirilen veya onerilen tahmin edicilerin, test
istatistikleri vb. istatistiklerin degerlendirilmesi ve olgunlagtirilmasinda bir yol gosterici olarak
degerlendirmek uygun olacaktir. Ornegin, bir parametre tahmin edicisi karar kuramina bagvurulma-
dan da onerilebilir. Ancak, 6nerilen bu tahmin edicinin diger tahmin ediciler i¢inde degerlendirilme-

si karar kurami gergevesinde cesitli Olciitler kullanilarak yapilabilir.

Genel olarak karar problemlerinin analitik olarak ¢aligilmasinda matematiksel bir model veya doga-
nin herhangi bir durumu kargisinda verilecek kararla yiiz yiize kalina- cak sonuclar arasinda bir
siralama tizerinde wvarsayimda varsayimda bulunmak gerekli goriiliir. Bu siralamanin bir ucunda
kazang, 6diil , faydali olma veya mutluluk diger ucunda kayip, 6deme, rahatsizlik veya felaket vb..
sonuclar yer alir. Boyle bir siralama ile karar vericinin amaci gergekten istenilene - maksimuma -

ulagmaktir.
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Belirli bir doga durumunda karar vermeye konu olan olgu kargisinda karar verme nedeniyle yiiz
yiize kaliman durum sonug (consequence) olarak adlandirilacak faydaya konu olan duruma ise
kargilagilabilecek durumlardan biri anlaminda segenek (pros- pect) denilecektir. Orne{gin, yemek
icin lokantada bulunan bir bireyin var olan et cesitlerinden dana eti, tavuk eti ve balik eti birer
secenektir. Bunlardan birine karar vermesiyle, s6z konusu bireye sindirimle ilgili etkileri, hem kendi
hem de ilgili et sektoriine etkileri, yemekten duydugu haz, saghgina etkileri gibi pek ¢ok sonug
ortaya c¢ikacaktir. Bu anlamda yukaridaki segenek bir sonugtur ¢iinkii yapilan se¢im sonucunda yiiz

yiize kalinmigtir.

Bu secenekleri sadece siralamaya sokmak degil, reel sayilar ekseninde sayisal bir 6l¢li atayacak
olunursa karar vermenin matematiksel ¢oztimlemesi daha basit olabilecektir. Karar vericinin degisik
secenekler arasinda yaptigi tercihler makul (akla uygun) varsayimlarla boyle bir fonksiyon elde
edilebilir. Bu fonksiyon fayda fonksiyonu olarak adlandirilacaktir. Fayda fonksiyonu secenekler
(vada sonuglar!) {izerinde tanimlanir ve her bir se¢enegin goreli olarak arzulanirhginin (desirability)

sayisal Olglimlemesidir.

Karar vericinin belirli bir akileiliga (gercekgilige-rationality) gore davraniyor olmasi halinde boyle
bir fonksiyonun varligi matematiksel olarak kanitlanabilir. Ancak b&yle bir fonksiyonun s6z konusu
durumda ne kadar duyarli oldugu her zaman kolay degildir. Bu nedenledir ki teorinin kullanilirlig

zorluklarla kargilasir.
Tercih Aksiyomlar::

Tercihlerle ilgili olarak sunulacak aksiyomlar karar vericinin verecegi kararlar sonucu yaptigi eylemin
sonucunu 6lgebilecegi varsayilan fayda fonksiyonunun varliginin gosterilmesine yarayacaktir. Bunun

icin standart olarak kullanilagelen birtakim gosterimlere ihtiyag var.

Eger Py, P» iki segenek olsunlar. P >P, gosterimi P; segeneginin en az (at least as desirable)
P, segenegi kadar arzu edilir(edilebilir) oldugunu; en az P, kadar veya ondan daha ok tercih
edilebilirligi; P, ~ P, P; ve P, segeneklerinin her ikisinin egit(ayni) tercih edilebilirliklerini ve

P, > Py, P; segeneginin P, secenegine (kesinlikle) tercih edilebilirligini gosterecektir.
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P, ~ P yukaridaki gosterimle Py > Py ve Py < P; ifadesine denktir. ~ bagintisi yansumali(reflexive)
P ~ P, ve P, ~ P; dir. ~ simetriktir yani P} ~ P», P, ~ P; e denktir. Bu bagintilarin
gecisli(transitivity) oldugu da varsayilacaktir: Py =Ps ve Py >=P5 ise Py »=P5 diir. Bunlarm sonucu

olarak P, ) ve R birer segenek olmak tizere
P~Q@, Q~Rise P~R

P-Q, Q~RiseP>R

P-Q, Q~Rise P> R

P>Q, Q> RiseP = R

oldugu gosterilebilir.

Tercih yapilacak kiimede yer alan Py, Ps,-- -, P, (sade) seceneklerinin herhangi birini belirlemek
yerine bu seceneklerden biri bu secenekler tizerinde tanimlanan bir olasilik 6lgiisiine gore rasgele
belirlenebilir. Bu tiir bir se¢im bir karar verme probleminde karsilasilabilen bir durumdur. 6rnegin,
P, ve P, herhangi iki segenek ise hilesiz madeni bir parayi rasgele havaya atarak bu seceneklerden
biri tercih olarak belirlenebilir. Bu durumda tercih kiimesinde yer almayan yeni bir segenek
tammlanmug olur: p = (p1,p2) = (1/2,1/2) olmak iizere bu secenek [Py, P,], olarak gdsterilecektir.
Bu gosterim herhangi bir m tane segenek icin p bu m tane segenek tizerinde tanimlanmig olmak

tizere [Py, Py, -+, Py]  olacaktir. Bu sekilde tamimlanmig segenekler karma(mixed) veya ras-

p

gelelestirilmig (randomized) olarak adlandirilir. Bu tammlama sayilabilir sonsuz sayida segenek

i¢in de yapilabilir.

Aksiyomlar:

Asagida P, Q, R, P;, Q;, i =1,2,3,--- secenekleri gostermektedir.

Al- P, @ segenekleri arasinda P > @ veya P < @ veya P ~ @ bagimtilar: vardir.
A2- P>Q ve Q> R ise P> R dir.

A3- p = (p1, p2) olasilik, P, = P, ve P herhangi bir bagka segenek olmak iizere
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[P1,P}p>- [P27 P]p
dir.

A4- P, = P, > Pj tercih siralamasi verildiginde

P1 - [P17P3]p>-P2 - [Pl,Pg,}p* >—P3

olacak [P1, Ps], ve [P1, Ps],,. gibi iki karma segenek vardir.
A3 aksiyomu daha “gii¢lii” olarak asagidaki gibidir:

A3~ P, P+ ve Q1,Qo, - -seceneklerin ¢ = 1,2,3,--- i¢in P; = Q; olan iki secenek- ler dizisi ise

[P, Py, -], = [@Q1,Q2, -],

dir.

A1, herhangi iki segenekten birinin digerine tercih edilir ya da egit olarak tercih edilebilir oldugunu;
A2, gegisliligi ifade edip birinin tercihleri siralamasinin matematiksel yap1 iginde tutarsizliklarim
giderme amachdir. Bu tiir tutarsizliklar tercih segimlerine yansiyabilir. 6rnegin, birey kahveyi ¢aya,

cay1 da siite tercih etmesine kargin yine de siitii kahveye tercih edebilir! A3,

A3, sonlu bir karma segenekte karmada yer alan seceneklerden birinin ona gore tercih edileniyle

degistirilmesi ile elde edilecek karma segenek onceki karma secenege tercih edilir olacaktir.

A4, biraz daha agiklama gerektirmekte, ancak A3 aksiyomundan hareketle P, > P> = P3 oldugunda
sunu soyleyebiliriz: Daha tercih edilebilir bir P; yoktur ki en kiiciik bir olasilikla Ps ii P, den daha

tercih edilebilir yapsin.
Bu aksiyomlarin iki 6nemli sonucu agagida verilmigtir:

a) P, - Phve0<p<lise P, > [P, Po]p>P0 dir.
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Birbiri ile aymi tercih edilebilirlige sahip olmayan iki se¢enegin agik olmayan(ne p =0 ne de p =1
olan) herhangi bir karmasi1 bu iki tercihin arasinda bir tercih edilebilirlige sahiptir. Cinki P; ile

[Py, Py] pve By ile [Py, Py] aymn tercihler olacaktir ve A3 ile
Py~ [P, Py, = [P Ry, = [Po, Pol, ~ Po

dir.

b) Eger 0 < g<p<1lve P > Py ise [Pl,PO]p = [Py, Po}q dur. p arttik¢a [P, Po]p karma segenegi

daha kiiciik olan p olasiligina gore tercih edilebilir olur.

qg<p,p#0, Py < P iken [P, Po]q ~ [[Pl, Po]p , PO} , dir (simdilik kabul edilsin). O halde
qa/p

(PP, ~ [[Pr. Rl P . ([P, R, [Py, R, PR,

p a/p

olur.

(b) sonucunun gosteriminde de kullanilan, karma segeneklerin olugturulmas: veya degisik fakat
denk tanimlamalar yapilabilmesi iglemi iizerinde durmaya degerdir. Bu tamimlamalar yapilirken
karar vericinin bir olasilik dagilimina gore secenekler kiimesi icinden yapacagl segimi birbirinden

bagimsiz yaptig1 varsayilacaktir. Agagidaki 6rnek bunu gostermek igin verilmistir.

Ornek. r,q € (0,1) olmak iizerePy ve P, secenekleri kullanilarak r € (0,1) olmak {izere R ~
[P1, Fyl, ve P ~ [R, P1], karma segenekleri tanimlanmug olsun. P ~ [R, P1], karma secenegi P ~
[Po, P1] » karma secenegine denk oldugu gosterilebilir. P karma se¢eneginin uygulamasi bir olasilik

agaci ile agagidaki gibi tarif edilebilir.

Sekil’den de goriildiigii gibi P karmasinin uygulamasi Py ve P; sade segeneklerinin karmasi olarak
sonuglanir. Karar verici P; segenegini 1 — ¢ olasilikla veya 6nce ¢ olasilikla R karmasini se¢ip sonra
r olasilikla uygulayacaktir; P segenegi (1 — ¢q) + gr olasilikla segilir. Benzer olarak karar verici Py

secenegini g(1 — r) olasilikla uygulayacaktir. p = (1 —q) +qr >0 ve p = (1 — q) + qr < 1 oldugu
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R, P,

Sekil 2.2: P karma seceneginin uygulamasi ve Py ve P; sade segeneklerinin bir karmas: olarak
gosterimi.

da goriilebilir.

Ornek. Sonug (b)’nin kogullar altinda [Pl,PO}q ~ [[Pl,Po]p,PO] , dir. ¢ olasilikli karmada p
a/p
olasilikli bir karmay icererek ¢ ve p olasilikli karmalarin kargilagtirilmas: amaglanmigtir. [Py, Py] g™
[[Pl, Py] b PO} olmas1 ancak ¢ = ¢/p ise ile olanakhdur. {[Pl, Py b Po} i¢gin yukaridakine benzer
c c

bir olasilik agaci ¢izimi ile P;’in ¢p ve Py'n ¢(1 — p) + (1 — ¢) olasihigh ile olugturulan karmaya denk

geldigi, bu denklik i¢in de ¢ = ¢/p olmas1 gerektigi goriiliir.

Yukaridaki aksiyomlarin en énemli bir sonucu fayda fonksiyonunun varligi teoremidir. Bu sonuca
varmadan 6nce biri digerine tercih edilebilir iki segenek arasinda yer alabilecek biitiin karma secenek-

lerin konumu ve tercih siralanmasi konusundaki sonu¢ asagida verilmigtir.
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