IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta IT

Ders 1 : Fayda Fonksiyonunun Varligi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyary: Bu ders notlar: formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanwn iznini gerektirir.

Teorem. Py ve P;, Py < P; olan iki secenek ve P, Py < P < P; olan bir segenek ise 0 < p < 1

olmak fizere P secenegine denk olan yegane bir karma [Py, P, secenegi(yegane bir p) vardur.

Herhangi iki ug segenek biliyorsa aradaki biitiin secenekler bunlarin bir karmasi olarak yazilabilecektir.
Hatta bu iki secenek arasindaki biitiin segenekleri 0 ile 1 arasinda siralanabilir. Kugkusuz daha ter-

cih edilebilir olan 1 degerine daha yakin degerli olacaktir.

A4 aksiyomunun kullamilmasi Py < P < Pydurumunda Py < [PhPO]T < P < P; olan birgok
[P1, Py), karma seceneklerinin varhigmim gosterilmesine yetecektir. [Py, Py], < P olan tim r
olasiliklarinin kiimesi sinirli bir kiime oldugu i¢in pek r sayilarimin kiimesine pek ¢ok iist simir
vardir dolayisiyla bir en kiigiik iist sinir vardir bu p ile gosterilsin. Bu en kiigiik iist sinir aranilan
p = (p, 1 —p) olasihik dagilimim verecektir ki bununla aramilan P sade segenegi ile aym tercih
edilebilirlige sahip karma secenegi yazabilir: [Pl,Po]p ~ P. Bunun boyle oldugu olmayana ergi
yontemi kullamlarak gosterilecektir. [Py, Py] » ~ P olmadigy; [Py, Py] » P veya [Py, Po] , = P ola-
bilecegi gosterilmeye caligilacaktir, bunlar olamaz ise A1 aksiyomu geregince [Py, Pp] ™ P oldugunu

gosterilmis olacaktir.

P = [Pl,Po]p oldugu varsayilsin. Bir bagka gosterimle [Pl,Po]p < P < Py olsun. A4 aksiyomu

kullanilirsa [Py, Py], ile P arasinda tercih edilebilir ve asikar olmayan P ile [Py, Po], nin yer aldigy
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1-2 Ders 1 : Fayda Fonksiyonunun Varlig

[[Pl, Py) b Pl} gibi bir karma secenek vardir:
[P, Pol, < [[P1 Rol, . Pi| < P.

Ote yandan

[[Pl,Po]p7P1L ~ [P, Pol e s

dir. Yukaridaki ifade

[Pl,PQ]p<[P1,P0] <P

ps+1—s

olarak yeniden yazilacaktir. s <1 ve p < 1 oldugu da goz 6niinde bulundurulursa

ps+1—s>p
oldugu goriilebilir:
pstl—s—p = (1-s)—p(l-s)
= (1=s)(1-p)
> 0

dir. Bu nedenle [Py, Fy], < [Pr, Po] =< P dogru olamaz, aksiyomlarin 6zetlenen (b) sonucu

ps+l—s
ile celigir.

Ikinci olarak P < [P1, Po], oldugu varsayilsm (yani, Py < P < [P1, Fy], < P oldugu varsayilsin)
A4 aksiyomu kullamlarak P ile [Py, Pp) , arasinda [Py, Po) » ve Py ile olugturulan bir [[Pl, Py] » ’POL
karma secenegi bulunabilecektir. Acik olarak P < [[Pl,Po]p,POL < [Pl,Po]p olan bir karma
secenek bulunacaktir. {[Pl, P, ,POL = [P1, Ry],; oldugu ilk adimda gdsterildigi gibi goriilebilir.

Bu nedenle bu varsayimla P < [Pr, ], < [P1, Pyl,sonucuna ulagihr. pt < p oldugu p < 1,¢ < 1
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oldugundan dogrudur, o halde pbir supremum degildir, pt de bir {ist sinirdir ve p den kiigiik bir {ist

siurdir. p, P ~ [Py, Po]pnin tanimlanabilecegi tek olasilik dagilimini belirler.

Bu sonug verilen iki segenek ile arasindaki biitiin ara segeneklerin [0, 1] araliginda tercihlerin bir
gostergesi olarak kodlanabilecegini ve bir fayda fonksiyonunu belirlerken nasil bir yol izlenebilecegini
gosteriyor. Verilen Py, P; seceneklerinden P; biitiin segeneklere tercih edilen Py ise hicbir secenege

tercih edilmeyen olduklarimda herhangi bir segcenek P ~ [Py, Pp] » olmak iizere

U(P)=U ([P, Rl,) =»

U(Py) =0, U (P;) =1 tammlanabilir.

Ornek.Yemekte ti¢ degisik et segenegi olsun. Bir bireyin bu seceneklere iligkin tercih yapisi (bu
asamada siralama demek yanlig anlagilmayacaktir) balik < tavuk < dana eti’dir. Birey ge¢migteki
deneyimlerinden 1/4 olasilikla dana eti ve 3/4 olasi- likla balik se¢imini yaptigi karma(rasgele)
seceneginin sade segenegi tavuk ile aym tercih edilebilirlige sahip oldugunu bilmekte olsun. U (balik) =
0, U (dana eti) =1 ise

1
U (tavuk) = U ([dana eti, bahk]%) =1

oldugu bulunacaktir.
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Ders 2 : Fayda Fonksiyonunun Ozellikleri ve Genisletilmesi I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Fayda Fonksiyonu ve Ozellikleri :

Herhangi bir segenek P ~ [Py, P] » i¢in tanimlanmg bir fayda fonksiyonu asagidaki ézellikleri saglar:
Ozellik A: P > Q ise U (P) > U (Q) dur.

Ozellik B: U ([P,Q],) = rU (P) + (1 — 7)U (Q) dur.

Ozellik A s6yle elde edilebilir: P, Q secenekleri (aym1 tercih edilebilirligi esitlik olarak gosterecegiz)
P =[P, R, ve Q= [P, R, olsun. P> @ oldugundan p > ¢ olacaktir. Diger taraftan U (P) = p
ve U (Q) = g olacaklarindan U (P) > U (Q) olacaktir.

Ozellik B yi elde etmek igin P, Q segenekleriyle olusturulan karma:

[PaQ]rN [P17P0]p7[P17P0] N[PI,PO]

qa], pr+q(l—r)

dir. Boyle bir segenegin fayda fonksiyonu degeri

U([P,Q],) = pr+q(l—r)

= rUP)+(1-mU(Q)

olarak bulunmusg olur.

Ozellik B'nin bir degerlendirmesi beklenen deger anlaminda yapilabilir, ancak bu deger bir karma
secenegin fayda fonksiyonu degeridir. Bir karma (rasgelelestirilmis) segenegin faydasi U(P) ve

U(Q) gibi iki degeri sirasiyla r ve (1 —r) olasiliklarla alan bir rasgele degiskenin beklenen degridir;
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U ([P, Q],) fayda degeri, [P, @], seceneginin beklenen degeridir.

P, ve Py arasindaki her bir secenegin faydasi yegane olarak belirlenmis olmakla beraber faydanin
herhangi bir lineer fonksiyonu (dogrusal fonksiyonu) da A ve B ozelliklerine sahip olacaklardir.
Bu fonksiyon da fayda fonksiyonunun sahip oldugu aym igleve sahip olacaktir. ornegin P, ve Py

arasindaki her bir P segeneginin faydas1 V(P) fayda fonksiyonu a > 0 ve b sabitler olmak tizere
V(P)=aU(P)+b
Bu tamimlama bir orijin kaydirma ve olgekleme igermektedir. V(Py) =b, V(P1) =a+b. A ve B

ozelliklerinin saglandigini gostermek kolaydir.

Ornek(Onceki érnekten devam). Birey tavuk, balik ve dana eti seceneklerinin faydalarmm V (tavuk) =
2,V (dana eti) = 5,V (balik) = 1 oldugunu ifade etmistir. Birey i¢in hangi olasilik dagilim ile bir
dana eti ve balik karma segenegi olugturulursa bu karma segenek ile tavuk segeneginin faydalar:

ayni olur?

Bir fayda fonksiyonunun sahip oldugu 6zelliklerden ikincisi kullanilirsa
14 ([ dana eti,bahk]p) = pV ( dana eti) + (1 — p) V (balik) = 2
olmasi gerektigi goriilecektir. Yani,
1% ([dana eti, bahk]p) —5p4(l—p)=dpt+1=2

esitligi ancak p = 1/4 oldugunda p = (1/4,3/4) olasilik dagilimli karma olugturulursa aym fayda

saglanir.

Bu problemin ¢oziimlemesinde yer alan V ([dana eti,bahk]p) = 4p + 1 egitliginde pnin yerini
U([ dana eti, balik] ) = p alabilecegi gozlemlenirse herhangi bir P segenegi i¢in V(P) = 4U (P) +1

olup U fayda fonksiyonunun bir dogrusal déniigiimii oldugu goriiliir.
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Simdi de verilen Py ve P; ve bunlarin aralarinda yer alanlar digindaki segenekler i¢in fayda fonksiyon
degerlerini belirleme konusu tizerinde durulacaktir. Fayda fonksiyonunun P, ve P; segeneklerinden

bagimsiz olarak da belirlenebilecegini goriilecektir.

B Py
0 1 x

Sekil 2.1: @ secgenegi P;’ e tercih edilebilir oldugunda fayda degeri.

Diyelim ki @, P; e tercih edilen bir segenektir, Py < P; < @ ve 6zellik A’'nin saglanacag: sekilde
fayda fonksiyonu degeri x’e sahip oldugunu varsayilsin. simdi @ i¢in fayda fonksiyonu tanimlamasini
ozellik B nin de saglanacag: sekilde yapmak igin bilindigi gibi Py ile @ nun bir karmasi bulunabilir

ki bu Py secenegine denktir:Py ~ [Q, Py],. Ozellik B
U(P)=1=yU(Q)+ (1 —-y)U(Py) = yx

olmasini gerektirecektir.

Boylece U (Q) = = = 1/y olacag bulunur. Benzer olarak P, secenegi bir R segenegine tercih

edilebilir olsun:

P Py
z 0 1

Sekil 2.2: R segenegi Py’ a tercih edilemez oldugunda fayda degeri.

U(R) = z olarak tamimlayalim. Py ~ [Py, R], olacak bir z = (z,1 — 2z) olasiik dagilimi bulun-

z

abileceginden ve 6zellik B nin saglanmasinin geregi olarak

UPy) = 0=2U(P)+(1-2)U(R)

= 24+ (1-2)x
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olacak ve © = —z/(1 — z) bulunacaktir. Burada hem U(Q) hem de U(R) gibi, segeneklerin
faydalarinin sonlu olduklar: varsayilacaktir. Bu genigletilmis fayda fonksiyonunun A ve B

ozelliklerini sagladig1 goriilebilir.

Bunu gostermek icin kullanilacak herhangi iki secenek P, @ olsun. Ayrica Py P, P, Q@
segenekleri iginde diger {i¢ tanesine tercih edileni Pj, diger ii¢ tanesinin tercih edildigi segenek
Pjolsun. U fayda fonksiyonu verilen P, P, anlaminda tanimlanmis olsa da Py, P;dan baslayarak
tanimlanabilirdi. Bdoyle olsaydi kuskusuz ki tanimlanan fayda fonksiyonu U* P}, Pfve bunlarin
arasinda yer alacak biitiin segenekler icin A, B Ozelliklerini saglayacakti. Bunlar arasinda yer ala-
cak bir ara segenek R > P; olan herhangi bir R segenegi olsun. O halde yeni tamimladigimiz U*
genigletilmis fayda fonksiyonu kullanilarak ve Py = [R, Py, = [R, P, JU(R) olacaktir. Bu biraz

onceki degerlendirmelerde yapilan gozlemlerin sonucudur . Ciinki, orda benzer durumda

x = U(R) = 1/y bulunmustu. Burada y = r = 1/U(R) olarak bulunmus olmalidir. P; segenegine

iligkin genisgletilmis fayda fonksiyonu degeri

U*(Py) = ﬁU*(R) + <1 - > U*(Py)

elde edilir. U*(R) degerini esitlikten gekilirse:
U'(R) = [U*(P1) —U*(Po)]U(R) + U"(P)

olur. Eger R secenegi yine P, Py arasinda yer alan Py secenegine tercih edilen bir segenek ise

yukaridaki gozlemler kullanmlarak
PO - [P17R]t = [P17R]&

olacaktir. P, seceneginin genisletilmis fayda fonksiyonu degeri
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U*(PO):W

olarak yazilabilecek ve bu esitlikten
U*(R) = [U*(P1) = U (R)U(R) + U"(Ro)
olarak ¢ekilmig olacaktir. Her iki halde de, R > P;, R < P, olduklarinda U*(R)’nin ayni oldugu

goriilecektir. Bu durumda U(R), U*(Py), U*(Py) birer sabit olduklarindan

U(R) = aU*(R) + B

yazilacaktir. U*, A ve B ozelliklerini saglar. Dahasit R = [Py, Py] , tanmmlanmisken Po<R<P; ise

U*(R) = rU*(P)+(1—r)U"(P)
= r[U(P) —U*(P)| + U*(Py)

= U(R)[U*(P)—U*(Py)]+U*(P)

U*(R) ve U(R) arasinda yine aym dogrusal baginti vardir. Durum bu olunca P, P arasinda yer

alan herhangi iki secenek P, (@ icin

U([Pv Q]w) = O‘U*([Pv Q]w) +
= alzU"(P)+ (1 —-2)U"Q)] + Bz + B(1 — )

= zUP)+(1-2)U(Q)
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bulunur ki bu U nun genisletilmesi halinde 6zellik B nin yine saglandigim1 gosterir. Eger P < Q

varsayilirsa

U(P) =aU"(P)+ 3 <aU™(Q)+ 5 =U(Q)

oldugunun goézlenmesi de 6zellik A nin saglanacagini gosterir.
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