IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta III

Ders 1 : Fayda Fonksiyonunun Ozellikleri ve Genigletilmesi II

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Boélimai nindiir.

Uyary: Bu ders notlary formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders disinda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, cogaltiimasi, yayimlanmast yalnizca bu notlar

hazirlayan ve yazanwn iznini gerektirir. Simdi fayda fonksiyonu sadece Py, P; ve arasinda bulunan

segenekler icin degil biitiin segenekler igin tanimlanmig oldu. Ancak fonksiyonun 0 ve 1 fayda
degerlerine sahip Py, P; seceneklerine dayali olarak tanimlandig1 goriilmekte. Py, Py cifti yerine
Qo ve Q1 cifti secilip V (Qo) = 0, V (Q1) = 1 olan bir fayda fonksiyonu tamimlansaydi V' fayda
fonksiyonu U fayda fonksiyonundan farkli olacakti. Bununla birlikte V', U nun lineer bir fonksiyonu

olacaktir.

Bunu goérmek igin V (P), V (Qp) = 0 ve V (Q1) = 1 olarak tammmlandig1 fayda fonksiyonunun bir P

segenegi i¢in degerini gostersin. Ayrica

Py <P <Qo =<

olsun. Bu tercih siralamasinda degerlendirmede kolaylik diginda bir ¢zellik yoktur. Onceki bilgiler

kullanmilarak

Pl ~ [QOvPO]y ~ [tho]z

olacak y ve z olasilik dagilimlarinin bulunacag bilinmektedir. U fayda fonksiyonu ve 6zellik B den

Uu(r) yU(Qo) + (1 — y)U(Po)

U(P) 2U(Q1) + (1= 2)U(R)
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elde edilip U(P;y) = 1 ve U(Py) = 0 oldugundan U(Qg) = 1/y ve U(Q1) = 1/z bulunur. Simdi de
herhangi bir segenek, 6rnegin

P0-<P-<P1-<Q0'<Q1

tercih edilebilirligine sahip olan P segenegi ele alinsin. P ve Qg segenekleri ile ayni tercih edilebilirlige

sahip karma secgenekler

PN[Pl,Po]p7 QON[QI?P]w

sirasiyla p,w olasilik dagihimlar: ile olugturulabilir. Buradan U(p) = p oldugu hemen goriilebilir.
V(P)’nin
V(Qo) =0=wV(Q1) + (1 —w)V(P)

esitligi kullanilarak V(P) = —w/(1 — w) oldugu goriiliir.

Qo ~ [Q1, P],, karma secenegi i¢in U fayda fonksiyonu, 6zellik B kullanilarak

U@@zg — wU(Q) + (1 - w)U(P)

w
Ying—
z+( w)p

w gekilerek V(P) = —w/(1 — w) de yerine konulursa

BRI I

bulunur. Boylece V(P)’nin U(P)nin bir dogrusal fonksiyonu oldugu goriiliir. Buraya kadar

gosterilenlerle agagidaki teorem de kanitlanmig olur.

Teorem. Al-A4 aksiyomlar: altinda P > @ olan her P secenegi i¢in U(P) > U(Q) ve U([P,Q],) =
rU(P) + (1 — r)U(Q) olan sonlu bir U(P) vardur.

U([P,Q],) =rU(P)+ (1-r)U(Q) 6zelligi gliclendirilerek olanaklidir sayilabilir sonsuzlukta segenek
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ile olusturulabilen bir karma segenek icin de yazilabilir. Bu daha once verilmis olan A3’ aksiyomu-
nun kabul edilmesi halinde yapilabilir ve A3’ aksiyomunun ile birlikte fayda fonksiyonu siirh da

olacaktir.

Teorem (Fayda fonksiyonu sinirlidir). Aksiyom A1-A4 ve aksiyom A3’ kabul edil- diginde U fayda

fonksiyonu sinirhdir; B bir sabit olmak tlizere her P secenegi igin

U(P)| < B

dir.

Teoremdeki aksiyom A1-A4 aksiyomlar fayda fonksiyonunun varligim garanti altina alir. A3’ ak-
siyomunu kabul edilsin ve U(P)nin sinirh olmadigi varsayilsin. P, U(P;) = 1 olan bir segenek
olsun. U(P) simirh olmadigindan bir R segenegi vardir ki U(R) > 2dir ve bu segenegi P, olarak

adlandirmig olmak bir sey kaybettirmez, yani U(Ps) > 2 olsun. Benzer olarak Ps, Py, - - -igin

U(p,)>2""!

olarak tamimlansin. Bu durumda agiktir ki her n = 2,3,4,--- igin P, = P; dir. A3’ aksiyomu
kabul edildigine gore verilen bir olasilik dagilimi aq, as, as, -+ i¢in su tanmimlama yapilsin: Bir n

den sonraki segenekler i¢in bir R,, agagidaki gibi tanimlan- sin

R, = [Pn+17 Pn+2’ Pn+37 o ] (Cnt1,0nt2,Qngay) 7 [Pl’ Py, Py, ] (An+41,Qn42,0n43,)

Formal anlamda bir karma segenek tamimlamasi olmamakla birlikte A3’ ile

UR,) = U (P) =1

olacaktir ve sayilabilir sonsuz segenekle olugturulan P karma secenegi ile ilk n segenek ile yukarida

tammladigimiz R, "segenegi” nin igerildigi iki karma secenek denk olacaklardir, yani
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PE[P17P27" :[P17P27”.Pn’Rn}

.](alyo‘2>"') (1,02, ,an,qn)

olacaktir. Burada ¢, = > ;= o = 1 =37 a; dir. Ayrica n — oo iken g, — 0 olur. Olasilik
dagihm i¢in o;; = 27  seglisin ve Y o0 27 =1ve Y ;27 =1—27" oldugu hatirlansm. U (P,) >

2"~1 ve U(R,) > 1 oldugunu da aciktur.

su haldeU (P) = Y22, 27"U(P;)olacaktir. Diger taraftan
U([P1, Py, - Py, Rn](al,az,--- 7,1”7%)) = Z 2_iPi + an(Rn)
i=1
yazilabilecektir. Yeniden diizenleme ile U(P) = >_1"; oyU(P;) + 372, 1 a;U(P;) olacaktir.

U(p) = Xn:TiU(Pi)ﬁL i 27'U(P)

i=n-+1
= > 27U(P) +(1-2""U(Ry)
=1
1 1 1 1
> 21 - 4 ~ on-—1 19"
2 Slt g2t ggdt o+ 52"+ (1-27)U(Rn)
n
—+(1-2"
> 2+( )

oldugu goriilecektir. Sag taraf n biiylidiik¢e sinirsizca biiyliyecektir. Bdyle olmast bir geligkidir.
Oyle bir bir karma secenek P bulunmustur ki her i icin P = P; ve her n icin P > R, dir, diger

aksiyomlar ¢ignenmis olur.
Teorem.Aksiyom Al-A4 ve aksiyom A3’ kabul edilirse

U([P1, P2, P, -] (a1,as,08,-)) = 01U(P1) + aU(P2) + asU(Ps) + - - -
dir.

Sayilabilir sonsuz sayida segenekle olugturulan bir karma secenegin fayda fonksi- yonu degeri son-

ludur. (Not: Bir karma secenegi olugturan sade segeneklerin fayda degerlerinin rasgele degigkenlerin
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aldig1 degerler olarak diigiiniilmesiyle soz konusu karma secenegin ”beklenen degeri” vardir ve sag

taraftaki toplama esit oldugu benzetmesi yapilabilir.)

Kanitlama:

Yukaridaki gibi P=[Py, Po, Ps, - - ] ( =[P, Py P3 -, P, Rn]( olarak diigiinii-

Qap,Q2,a3,0) Q1,Q2,a3, ,Qn,qn)

lip U(P) = anU(Py) + axU(Py) + asU(P3) + - - + a, U(Py,) + ¢, U(R,,) yazlabilir. Buradan

U(P) - ZaiU(Pi) = ¢, U(Ry)

yazilacaktir. U(R,,)nin smurh ve n — oo iken ¢, — 0 oldugu biliniyor. Bu nedenle ¢,U(R,) — 0

olacaktir. Toplam degeri vardir; yukaridaki esitlik yazilabilir.
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Ders 2 :  Para icin Fayda Fonksiyonu ve Uygulama Ornekleri

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Tipik olarak kumar oyunlarinda ve ig diinyasinda secenekler ¢ogu kez para miktarlariyla ifade
edilebilir. Burada verilecek orneklerde sunulacak fayda fonksiyonu bir bireye ait parasal isler igin
tamimlanmigtir. Ancak bir bireyin karsi karsiya kaldigi her degisik durum igin bir bagka fayda
fonksiyonu olacagini, her duruma uygun yada her zaman kesitine uygun tek fayda fonksiyonu ol-

mayacagini akildan ¢ikarmamak gerekir.
Ornek.

Birey A hali vakti yerinde kendisine her ay diizenli olarak gelir saglayan iyi bir pozisyonda oldugunu
diigindtgi bir igte caligsmaktadir. Disiplinli bir birey olarak bugiine dek nakit 8000TL birikimine
sahiptir. Kendisi i¢in para sadece yasaminda iyi seylerden faydalanmas: i¢in bir aractir, parasinin
olmasi rahat hissetmesini harcamalarini da rahat¢a yapmasini saglamaktadir. Biitiin parasini kay-
bettigini diigiin- diiglinde de bunun kendisinin daha tutumlu olmasina neden olabilecegini diigtinmek-
tedir. Ornegin boyle bir durumda biraz para biriktirene kadar bazi harcamalarina son verecek yeni
bilgisayar almamaya direnecektir vb.. Fayda fonksiyonu degerleri hi¢ parasi olmadiginda U(0) = 0

ve eldeki tiim parasi i¢in U(8000) = 1 olup asagida ¢izilmigtir

Birey A 1/2 olasilikla 2000TL kazanacag1 ve 1/2 olasilikla 1000 TL kaybedecegi bir kumara girmeli
midir? Bu sorunun bir ¢éziimii diigtinebileceginiz gibi kazang ve kaybi X rasgele degiskenin ala-

bilecegi degerler olarak ele alip:
1 1
E(X) = 52000 — 51000 =500TL

beklenen degerini karar vermede esas almaktir. Oyuncu bu oyunu defalarca oynama olanagina

2-1
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Sekil 2.1: Birey A'nin paraya iligkin fayda fonksiyonu
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sahipse parasim F(X) = 500 TL kadar artirmay1 bekleyebilir, beklenen degeri dikkate alarak oyna-
maya karar vermesi akilc1 olacaktir. Parasinin artmasi fayda fonksiyonunun (sekilden de goriildigi
gibi artan) degerini de artiracaktir. Eldeki para miktarmin smirli olmasi uzun dénemli bir oyun
tekrarinin kendisine bu miktarda para kazandiracag sonucunu ¢ikarmasina yetmez; birey var olan
8000TL birikiminin tiimiinii bir oyunda bile 500 TL kazanamadan kaybedebilir. Ancak birey A bir

kumarbaz degilse bu oyunu belki bir kez oynayabilecektir.

Birey A oyun icin karar vermede fayda fonksiyonunu da kullanabilir. Birey A, kumara girerse
1/2 olasilikla birikimindeki parasi 7000 TL olacaktir bu U(7000) = 0.86 faydasina sahip olmasi
demektir; 1/2 olasilikla birikimindeki para 10000TL olacak ve bu U(10000) = 1.18 faydasina sahip
olmasidir. Ashinda bireyin iki segenegi vardir: P; : 10000TL birikime sahip olmak, P, : 7000TL
birikime sahip olmak . Diger bakisla birey kendisine yapilan bir [Py, Pi] (1/2,1/2) secenegi karginda
kararimi bildirmesi istemistir. Kumar oyunu ile birey bir karma segenekle karsi karsiyadir ve bu

secenek igin fayda fonksiyonu degeri

1 1
U (P2 Pi) j21/9) = U (10000) + SU(7000)
1 1
= 118+ -0.86
TR

1.02

dir. Birey boyle bir segenegin daha 6nce U(8000) = 1.0 olan faydasindan daha fazla faydas
oldugunu gorerek kumari oynamaya karar verebilir. Bir kez kumar oynayacak olan birey icin ku-
mara katilmaya karar vermesinde kullanacagi uygun bir 6l¢iit paraya iliskin kayip kazancin beklenen

degeri degil bu secenegin faydas:i olacaktir.

Yapilan bu degerlendirmede fayda fonksiyonun kendisinin de bir beklenen deger oldugu gercegi
unutulmamali. Bu durumda her iki beklenen degerden fayday: deger- lendirmeye esas alip digerini
ise gok sayida tekrar olmasi halinde akilci bir 6lgiit oldugunun sdylenmesi bir geligki oldugunu

diigtindiirmemeli (Lindgren (1971)). Fayda fonksiyonu ele alindiginda da ¢ok sayida tekrarin varhig:
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Para miktar1 (Bin TL)

Sekil 2.2: Yiiklenicinin net para kazancina iligkin fayda fonksiyonu. Uygulama 6rneginde I. fayda
fonksiyonu kullanilmigtir.

s0z konusudur. Burada ¢ok sayida tekrar, ayni tek deneyle yiiz yiize kalmig ayni fayda fonksiyonuna

sahip cok sayida karar vericidir.

Ornek. Bir yiiklenici (miiteahhit) A ya da B iglerinden birini yiiklenmek i¢in ihale- lere katilma
olanagina sahiptir. A ihalesine katilmak icin yapacagi bagvuru, teminat vb.. masraflar ona 2500
TL’ye mal olacaktir. Yiiklenici ihaleyi 0.6 olasilik ile kazanabilecektir(dyle oldugunu diiglinmektedir)
ve bu ihaleden net kazanci hava kosullarinin uygun olmasi halinde 25000 TL, aksi durumda net

kazanci 15000 TL olacaktar.

B ihalesine katilmak ise ona 5000 TL’ye mal olmaktadir. Bu ihaleyi alma olasiligi ise 0.5 dir.
Hava kosullarinin uygun olmas: halinde yapacag: is ona net 35000 TL aksi durumda 25000 TL
kazandiracaktir. Havalarin uygun olmasi olasiligy ise 0.8 dir. Yiiklenicinin fayda fonksiyonunun
grafigi sekilde I olarak gosterilmigtir. Yiiklenici A ve B ihalelerinden hangisine hazirlanmaya karar

vermelidir?

A ihalesine katilmakla yiiklenicinin faydasi:

U(ka) = 0.4U(—2500) + 0.6U(A)
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olacaktir. Ancak U(A) fayda degeri hava kogullarina bagl olacaktir:

U(A)

0.8U(25000) + 0.2U (15000)

= 0.86

Grafikten U(25000) = 0.9,U(15000) = 0.7 ve U(—2500) = 0.05 oldugu tespit edilebilir. Bdylece
U(ka) = 0.4 x 0.05 4+ 0.6 x 0.86 = 0.536 oldugu hesaplanir. Benzer olarak B ihalesine katilmakla
yiiklenicinin faydasima iligkin olarak grafikten U(35000) = 1.0, U(25000) = 0.9 ve U(—5000) = 0
olduklar: belirlenerek,

U(B) = 0.8U/(35000) + 0.2U(25000) = 0.98

hesaplanir ve

U(kg) = 0.5U(—5000) + 0.5U (B)

= 049

bulunur. U(ka) > U(kg) oldugundan yiiklenici A ihalesine bagvuruda bulunmay1 tercih etmelidir.

Coziimleme bir bagka yol izlenerek de yapilabilir: A ve B ihaleleriyle sunulan segenekler sirasiyla
[—2500, 25000, 15000 | (5, ps.ps)> [—5000, 35000, 25000 |(;., r, rs) olan bir karma segenekleridir. Ornegin
A ihalesi i¢in hava kogullar: ile ihale kazanil- masinin birbirlerinden bagimsiz olaylar oldugu varsayimi
altinda

p1 = P(ihale masraflarin1 kargilayip ihaleyi kaybetmek) = 0.40
olasilikla yiiklenici net 2500 TL kaybedecektir (ya da net kazancinin —2500 TL olmasi).
p2 = P(Ihaleyi kazamp havalarin iyi gitmesi)

= 0.60 x0.8

= 048
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olasilikla yiiklenici net 25000 TL kazanacaktir.

ps = P(lhaleyi kazamp havalarin uygun gitmemesi)

0.60 x 0.2

= 0.12

olasilikla ytiklenici net 15000 TL kazanacaktir.

Boylelikle A ihalesi ile sunulanin [-2500, 25000, 15000 ](9.40,0.48,0.12) 0lan bir karma segenek oldugu

goriiliir. Bu karma segenegin ytikleniciye sagladigr net kazancin faydasi

U(ka) = U([-2500,25000,15000 ](0.40.0.45.0.12))
= 0.40U(—2500) + 0.48U(25000) -+ 0.1207 (15000)

= 0.86

dir. Benzer olarak B ihalesi ile sunulanin [-5000, 35000, 25000 ](0.50,0.40,0.10) ©lan bir karma segenek
oldugu belirlenir ve bunun fayda fonksiyonu degeri de yine énceki ¢éziimlemede hesaplandig: gibi

U(kp) = 0.49 hesaplanir. Sonugta tekrar ayni karara varilmig olunur.
Soru. Hava kogullarimin uygun olmasi olasihigi 0.20 olursa hangi ihale tercih edilmelidir?

Soru.Yiiklenicinin fayda fonksiyonu sekilde verilen II. fayda fonksiyonu olmasi durumunda ¢éziimlemeyi

siz yapin.
Adil Oyunlarda Fayda Fonksiyonu:

X rasgele degigkeni sonuglari rasgele bir olguya dayali olarak oynanan bir kumar oyununda kazamlan(ve
kaybedilen) para miktarim gostersin. Eger F(X) = 0 ise boyle bir kumar adil (fair) kumar olarak
adlandirilir. Adil bir kumar ancak zevk icin oynanabilir ve ne oynatan ne de oynayan kumarba-
zlari uzun déonemde ne kazanch ne de zararda olacaklar1 bir oyundur . Cogu kez gercek bir kumar

oyununda cok da az olsa -adil gibi goziikse de, adil olmadig1 gizlense de - oynatan lehine bir kazang
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vardir.

Yukaridaki 6rnekte 8000TL birikimi olan birey A’ ya agagidaki kumar onerisi yapilsin. UQ yizli
dengeli ve yiizeylerine 1, 2, 3 yazih olan zar atilacak(6 yiizli dengeli bir zar 3 yiizlii dengeli bir zara

déniigtiiriilebilir) ve birey A 1 atarsa 2000 TL kazanacak aksi halde 1000 TL kaybedecektir.
1 2
EX) = 5(2000) - 5(1000) =0

oldugundan 6nerilen kumar adildir. A’ya kumar énerisiyle sunulan [Py, Ps] (1/3,2/3) Segenegine iligkin

fayda fonksiyonu degeri (fayda fonksiyonu grafigi kullaniharak)
1 2
U([Py, P2]<1/3’2/3)) = gU(lo()OO) + §U(7OOO) =0.97

oldugu hesaplanir. Birey A nin bu oyundan sonra birikimindeki paranin beklenen degerinin
hala

1 2

510000 + §7000 = 8000

olmaktadir. Birey A nin fayda fonksiyonu grafigi iizerinde (7000, 0.86) ve (10000,1.18) noktalari
arasina ¢izilecek dogru parcasiin tiimiiyle fayda fonksiyonun altinda kaldig1 (8000,0.97) noktasinin
da bu dogru pargasi tizerinde bulundugu goriilecektir. Oyun adil olsa da faydasi azalmigtir. Kumar

adil olsa da fayda fonksiyonuna gore oyuna katilmama karari verilebilir.

Eger birey A’ nin fayda fonksiyonu bir dogru ile ifade edilmis olsaydi adil kumar oyunlarinin

timinin A i¢in ne kaybiin de kazancinin olmayacagi soylenebilirdi.

C)rnek(St. Petersburg paradoksu). Bu &rnegin incelenmesi 6zellikle paraya iliskin fayda fonksiy-
onunun sinirli olmasinin (gerektigi) makul oldugunu sezmek bakimindan yararl olacag: diiginiilmektedir.
Bir kumarbaz hilesiz bir paray1 ilk turayr gézlem- leyinceye dek atar. Tura gozlemlendiginde oyun
biter ve kumarbaz ilk turay: gozle- yinceye kadar yapilan rasgele atig sayisi N geometrik dagilimli

rasgele degisken olmak iizere X = 2V Kurug (kr.) kazanacaktir. Kumarbaz oyuna girmek igin
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Sekil 2.3: Birey A’nin paraya iligkin fayda fonksiyonu ve adil kumar
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kumar oynaticiya ne kadar baglangig parasi verirse oyun adil olur sorusuna cevap aranacaktir. N

rasgele degigkeninin dagilimi p = 1/2 olmak {izere

p(]‘_p)i_l Z:17273
0 d.y.

dir. Kazanilan para rasgele degiskeni X = 2V’ ye ait dagilim

olarak edilecektir. Boylelikle X’ e ait beklenen degerin

E(X) =) ,zP(X =x)

= 221 2iP(N =)

= Z?il 22%

=0
oldugu gorilir. Oyuna katilacak kumarbazin beklenen kazanci oo dur! Bu nedenle oyunun adil
olmasi ancak kumarbazin oo (!) kr. ile oyuna girmesi ile olanaklidir. O halde oyunu adil yapacak
biiyiikliikte para bulamayiz. Buna kargin bir kumarbaz bu oyuna katilmak icin deyim yerindeyse
5 kr. bile vermeyecektir. Siirsiz para kazanilabilecek bir oyuna smirl bir miktarda para vererek

katilmamak, paradoks budur. Ciinkii ilk atigta tura gézlemleme olasiligr 1/2 dir!

Oyuna smirlama konulup adil yapilabilir. Diyelimki kumar oynaticis1 22%kr. ( ya da 335 bin 544
TL 32 kr.) paraya sahiptir, oyunu pu parayla smirlayacaktir. Kazanmlacak para X < 225 kr.
olabildikce oyun siirecektir. Eger X > 22° ise o zamana kadar 24 kez para atis yapilmig ve oyun
25. atisa kalmig alcaktir. Bu durumda 25. atista tura gozlense de gozlenmese de kumarbaz 22°kr.
kazanacaktir. Bu oyunun kazanci olan para miktar: rasgele degigkeni digerinden ayirdetmek icin bu

kez Y ile gosterelim. E(Y') beklenen kazancim hesaplamak icin
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PY =2)=P(X=2)=, PV =2") = P(X =2") = P(N = 24) = .

ve P(Y = 2%) = P(X > 2%) = P(N > 25) = (31) Y12, 1/2" oldugu dikkate alinarak E(Y) =
2(1/2)+4(1/4)+- - - +224(1/224) +2%25(1/2%*) = 26 kr. olarak hesaplanir. O halde bu durumda ku-
marbazin beklenen kazanci bakimindan bu kumara 26 kr. tan daha fazla 6denmemeli. Kumar-
bazin kararii hasasiyetle olugturmak icin de kumarbazin para i¢in fayda fonksiyonunun bilinmesi

gerekir.

Problemin ilk hali dikkate alindiginda birey A’nin fayda fonksiyonunun siirsiz olup olmadigi merak
edilecek olursa bu problemdeki paradoks bir cevap olacaktir. Diyelim ki verilen herhangi bir para
miktar1 7654 kr. igin birey U(P) > 7654 olacak bir P karma segenegi bulabilecek midir? Cevap daha
onceden de bildigimizce hayir olacaktir, ¢iinkii bundan daha iyi olan1 da vardir. Diyelimki boyle
bir karma secenek vadir. Karmay1 olusturacak Py, P, - -+ segenekleri i¢in de i = 1,2,---U(P;) > 2°
dir. Bu durumda

U(P) > 2(1/2) + 4(1/4) + (1/8)8 + -+ = o

olacaktir. Bu ise olanaksizdir P bir segenektir faydasi da sinirli olmalidir.
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