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Ders 1 : Konveks Kiimeler 1

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalibs UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyary: Bu ders notlar: formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanwn iznini gerektirir.

Hiperdiizlemler (hyperplanes) ve genel olarak da konveks kiimeler R™’de tanimlan- mig karar verme
problemlerinde ¢oziimlerin varliginin éngoriilebilmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu derste sunula-
cak karar verme problemleri cogunlukla gorsel ¢coziimlemenin yapilacagi R?’de ele alincaktir. Bu
nedenle konveksligin karar verme problemlerinin ¢oziimlenmesindeki énemli yeri daha agik olacaktir.
Asagidaki bilgiler cogunlukla Neil Cameron, H. Chernoff ve L.E.Moses, H.-W.Khun ile D.Blackwell

ve M.A.Girshick temel alinarak verilmistir.

R"™ reel sayilardan olugmus x gibi sirall n-lilerin (n boyutlu vektorlerin) uzayim goéstersin. z’in
1. bilegeni x; ile gosterilsin. Aym n boyutlu herhangi iki elemanm x ve y i¢in tamiml i¢ ¢arpim
(x,y) = >, z;y; ile ve 2’in uzunlugu negatif olmayan ||z|| = \/(z,z) ile tanimlansi. R™deki
elemanlarla toplama, bu elemanlarla bir sabitin ¢arpiminin ve elamanlar1 arasinda i¢ ¢arpiminin
taniml oldugu vektorler uzayina Oklid(Euclidean) uzay1 denilir. Bu uzayda birbirinden lineer

bagimsiz n tane vektor varken n + 1 tane vektoriin yer aldigi her vektor kiimesi lineer bagimlhidir.

Tanim. a € R" tiim bilesenleri 0 olmayan verilmig bir vektér ve b € R bir sabit olmak iizere
a1x1 + agxs + ...+ apx, = b esitligi ile tanimh = € R™ vektorlerinin {x : {(a,x) = b} kiimesi R™ bir

hiperdiizlemdir.

R™deki gibi (0,0,...,0 ) olan dogal bir orijinin var olmamasi1 diginda R™’deki her hiperdiizlem
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{(z,y) : 2 — 9y > —13}

/— {(z,y) : 22 — 9y < —13}

Sekil 1.1: R?>'de 2z — 9y = —13 dogrusu ve {(z,y) : 2x — 9y < —13} kiimesiyle tanimh kapali
yari-uzayl.

R"Yde bir Oklid uzayidir. Ornegin, R?de bu hiperdiizlem bir dogru, R?’de hiperdiizlem bir
diizlem olur ve bu kiimeler de birer Oklid uzayidirlar. R™’de bir hiperdiizlem bu uzay: iki yari-

uzaya ay1rir.

Tanim. a € R" tiim bilegsenleri 0 olmayan verilmig bir vektér ve b € R bir sabit olmak iizere
a1, + asa + ... + apwy, < b esitligi ile tammlh € R™ vektorlerinin {x : (a,z) < b} kiimesi R™’de

kapali bir yari- uzaydir.
Kapali yari-uzayin sinir noktalarinin kiimesinin (boundary) hiperdiizlemdir.

Ornek. R¥de a = (a1, ay)’ olarak verilmis vektor (bilesenleri sabit) ve sabit ¢ € R icin ajx; +
aixy = ¢ bir dogru ve {x : a1z + asxo < ¢} kiimesi bu dogrunun iizerinde ve altinda bulunan
x = (x1, x2) noktalarinin (vektorlerin) olugturdugu kapali yari-diizlemi olugturur. Asagidaki sekilde
R%de (-2,1) ve (7,3) noktalarmdan gegen y = (2/9) + (13/9)x veya diger gosterimle 2z — 9y =
—13 dogrusu ve {(z,y) : 2z — 9y < —13} kiimesiyle tamimlanan tarali yari-uzay gosterilmektedir.
{(z,y) : 22 — 9y < —13} kapali yari-uzayimin timleyeni de {(z,y) : 22 — 9y > —13} yari-uzayidir

dogrunun tustiinde kalan vektorleri igerir.

Ders kapsaminda R™ de gereksinim duyulacak kiimelerden biri de konveks kiimeler dir. Konveks
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kiimeler kavrami kaynagini uzayda x1, €2, 3, - - - , £, konumlarinda yer alan ve sirasiyla a1, as, asg, - - , Gm,
kiitlelerine sahip m tane gok cisminin ¢ekim merkezinin bulunmasi probleminden alir. Problemin

¢OzUmii ¢ekim merkezi x ile gosterilmek tizere

a1Z1 + X2 + -+ -+ AT,
al+a2+...+am

dir ve konumlar reel sayilarken 2’in bir agirlikli aritmetik ortalama; konumlar vektorel ifade edildiginde
de x’in her bileseni yine birer agirlikli aritmetik ortalama oldugu bir vektor olacaktir. a; kiitle
degerlerinin negatif olmadig1 goz ontine alinip \; = a;/ Z:’;l a;, 1 =1,2,...,m olarak gosterilmek

tizere, A; > 0, Y., \; = 1 olacaktir. = ¢ekim merkezi \; gosterimi kullamlarak

T=MT1+ XoZos+ -+ AnZTm

yazilabilir.

Tanim. C, R nin bir alt kiimesi ve x1, x2, 3, - -+ , T, C kiimesinde yer alan herhangi m tane nokta
olsun. \; > 0,2 =1,2--- m ve Zgl A; = 1 olan herhangi reel sayilar: icin z = Zzil Aiz; € C
oluyorsa C' kiimesi konveks kiime ve x vektorii xi1,x2, 3, - , 2, nin bir konveks kombinasyonu

olarak adlandirilir.

Tanimda m = 2 olarak yer alabilir ve bu gekilde yapilacak tanimlamanin yukarida verilen tanimlamaya
denk oldugu gosterilebilir. Bunun i¢in C’deki m — 1 tane vektortin biitiin konveks kombinasyon-
larimin yine C’de oldugu gosterilmisg oldugu varsayilsin. z = Zzl AiZi, T1,T2, T3, Ty € C
noktalarimm bir konveks kombinasyonu olsun. ;" A; = 1 oldugundan ve \;’lerden en az birinin

ornegin A1 # 0 oldugunu varsaymak genellikten birgey kaybettirmez. Asgagidaki
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tanimlamasiyla

m
i=1
m—1

= Z NiZ; + AmTm

= (DM Nzi) + At

=1 i=1

Son esitlik bir 6nceki esitligin sagindaki ilk ifadenin Z;’:ll A; ile garpilip boliinmesi ile elde edilmistir.
Son esitlik C’deki iki noktanin konveks kombinasyonundan bagka birsey degildir: Z;’:ll A >0,
A > 0ve P N + A = Lve 7 Ny € C, @y € C dir. O halde C'deki herhangi iki
noktanin, A1, Ay > 0 ve A\; + A2 = 1 olan reel sayilar1 igin konveks kombinasyonlar: yine C’de ise C'

konveks bir kiimedir.

R?’de siirh konveks bir kiimenin geometrik olarak degerlendirilmesi kabaca soyle yapilabilir: Smirh
konveks bir kiimenin Kiime i¢inde yer alan tiim noktalar1 birbirine baglayan dogru parcalar: yine

bu kiimenin kendisine aittir.

R?'de dogru ve dogru parcalari, yari-diizlemler, daire, iicgensel bolgeler konveks kiimelere rnek
verilebilir. Bir dairenin tiimleyeni, gember ve tiggen (ig bolgesi olmayan) konveks olmayan kiimelere
ornektirler. R™’de yar-uzaylar ve hiperdiizlemler, {x € R" : z; > 0,9 = 1,2,--- ,n} genellegtirilmig
ilk dordiil (first orthant) konveks kiimelerdir. Konveks kiimelere iligkin olarak agagidaki sonuglar:

hatirlamak faydal olacaktir:

Konveks kiimelerin birlesimlerinin her zaman konveks olmasi gerekmez. Ornegin, R?’de birbirine
paralel olmayan iki dogru kiimesi A ve B olsun. « € A, y € B ve x # y olan z,y noktalar igin

A1 = A1 = 1/2 secilmis olsun(bagka A1, A; de segilebilirdi). = = %x + %y ¢ AU B olacaktir.

Diger sonug ise konveks kiimelerin kesigimlerinin daima konveks kiime oldugudur. R™’de C' ile
gosterilen konveks kiimelerin herhangi bir ailesi(sonlu sayida ya da sayilamaz sonsuzlukta konveks

kiime igeren kiime) F ile gosterilmek tizere kesigimleri kiimesi N{C : C' € F'} konvekstir.(Not:Bog
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Sekil 1.2: Iki konveks kiimenin birlesimi konveks olmayabilir. AU B kiimesi konveks kiime degildir.

kiime () konveks bir kiimedir).

Sekil 1.3: Kiimelerin her ikisi konveks olmadik¢a ortak noktalar: olmasalar da ayirt edilemezler.

Uzerinde calisilan kiime konveks olmasa da bu kiimeyi kapsayan en dar bir konveks kiime bulun-
abilir. Karar verme problemlerinde de baglangigta konu olan kiimeler segeneklere iligkin kayip kayip
vektorlerinin kiimeleridir ve bu noktalar kiimesi konveks degildir. Bu noktalar1 iceren konveks kiime
bulunabilir. Karar verme problemlerinin matematiksel olarak ¢oziimlenmesinin de otesinde daha

az kayiplarin yasanabilecegi secenekler olugturulur.
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Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Tanim. S, R™de herhangi bir kiilme ve FF R™ de S kiimesini igeren tiim C konveks kiimelerin

kiimesi (sifi) olmak iizere

CcS)y=n{C:CeFSccC}
kiimesine S kiimesinin konveks hullu denir.

Konveks hull yerine konveks kabuk, konveks orten veya konveks ¢ekirdek de denilebilir. Tanimda F
smfinda sayilabilir ya da sayillamaz sonsuzlukta konveks kiime bulunabilecektir. Onceki bilgilerin
sonucu olarak konveks kiimelerin kesigimlerinin bir konveks kiime olmasi nedeniyle tanimdaki C'(.S)
kiimesinin konveks oldugu anlagi- lacaktir. S konveks bir kiime olmasa da C(S), S’yi igeren en
kiigiik konveks kiimedir.

Ornek. S C R2 olan S = {[ z 1 , [ (j ]} kiimesi sadece iki noktay1 iceren ve her A\, Ay > 0 ve

A1 + A2 = 1 olan reel sayilar i¢in x = Ay + Ao

¢ ] olan hichir noktay1 igermez, konveks
1

i

noktalarini da igeren bir kiime dogrular baghg altinda da goriildiigii gibi

2
2

degildir. Tki nokta ile birlikte bu noktalarn olasi biitiin

T =)\ + A

2
2

{x:x:)\l + A

2
2

?‘|,)\1,)\2€[0,1],)\1+)\2:1}

dir; bu iki noktay1 iceren konveks kabuk dogru pargasidir. Bu iki noktay1 iceren konveks kiimeyi

elde edebilmenin diger yolu da tanimin uygulanmasidir. Tanimda yer alan bu noktalarin igerildigi
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Sekil 2.4: Kesikli gizgilerle belirlenen dogrular ve pek gok benzerlerinin (2, 2), (6, 1) noktalarini i¢ine
alacaklar1 yari-uzaylar ve yine bu noktalar: icerecek her konveks bolgenin kesigimleriyle yukaridaki
gizimde yer alan (2,2) ve (6, 1) ug noktalarina sahip dogru pargasi-verilen iki noktay1 igeren konveks
kabuk- elde edilir.

konveks kiimeler sayillamaz sonsuzluktadir ve bir listesi pratik olarak yapilamaz. Biraz sezgisel de
olsa diigiik boyutlarda konveks kabuk uygun se¢ilmig birkag konveks kiimenin kesigimi ile ortaya

cikarilabilir.

R?’de verilen sonlu sayidaki noktalar: iceren konveks kabuk elde etmenin daha basit yolu bir 6rnekle
asagida gosterilecektir. Ilerideki konu anlatim ve karar verme problemlerinde de benzer konveks

kabuklar elde edilecektir.

- 2 6 4 4 e .
Ornek. S C R? olan S = { ] , , , } kiimesinin tiim konveks kombinasyonlari,
2 1 4 3

ogru parcasinin lizerinde yer alan noktalarin kiimesinin elde edil- mesine benzer sekilde

2 6 4 4 4
{IZSC:Al +)\2 +)\3 +A4 ,Z}wil,)\lE[O,l}}
4 i=1
biitlin konveks kombinasyonlarin bulundugu kiime olarak yazilabilir.

Konveks kabuk olusturulurken verilen dért nokta R? diizleminde konumlandirildi. Bu noktalarin

tiimiinii igeren girintileri olmayan ¢okgenin (burada bir tiggen) bu noktalar1 igeren en kiiciik konveks
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Sekil 2.5: Verilen 4 noktanin konveks kombinasyonlarinin kiimesi. 4 noktayla olugturulan konveks
kabuk. (4, 3) noktas1 konveks kabugun i¢inde kaldi. En dar konveks kiime bu 6rnek igin bir tiggensel
bolge olusturdu.

kiime oldugu goriilmiis oldu. Bu kiime iginde almacak herhangi iki (ya da daha gok sayida) noktanin
konveks kombinasyonu bu kiime icinde yer alacaktir. Ornegin (3,2.5),(4.5,3) konveks kabugun
elamanlaridir. A1 + A2 = 1 olan A1, Ay € [0, 1] igin * = A\1(3,2.5) + A2(4.5, 3) konveks kabukta yer
alir. Ay = 0.4, Ay = 0.6 icin (39/10,19/10) ¢izimde z* olarak igaretlenmistir.

Konveks kiimeler karar, oyun ve en iyileme (optimizasyon) problemlerinin ¢6ztim- lenmesinde 6nemli
iglevleri vardir. Konveks kiimelerle ilgili baz1 6nemli sonuglar verilecektir, ispatlari1 ders kapsaminin
diginda ve amaglarin 6tesindedir. Bununla birlikte ilgilenenler igin Blackwell ve Girshick (1979, ss.

30-41), Cinlar ve Vanderbei (2013, ss. 85-92) kaynak gosterilebilir.

Teorem. En az birinin sinirli oldugu ve ortak noktalar: olmayan C; ve Cy kapali konveks kiimeleri

icin x € C4 oldugunda ax > ¢ ve x € C5 oldugunda ax < ¢ olan bir ax = ¢ hiperdiizlemi vardir.

Not:Konveks kiimeler kapali olduklarindan sinir noktalar: da bu kiimelere aittir. Kapali yari-uzay
tammi sonrasi yapilan aciklamada oldugu gibi R™’de kapal bir {z : ax < b}yari-uzaymnmn siir

noktalarini kiimesi {« : axz = b} hiperdiizlemidir.
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Sekil 2.6: C gibi kapali ve konveks olmayan bir kiimenin her noktasindan H gibi bir diizlem

Bu teoremin uygulamaya doniik bazi sonuglari vardir. Bunlar agagida verilmigtir.

Sonugl. y, Co'nin bir sinir noktasi olmak iizere x € C5 icin ax < ¢ olan ve y noktasini da igeren

bir {z : ax = ¢} hiperdiizlemi vardur.

Bu sonugta sozil edilen {« : ax = ¢} hiperdiizlemine y noktasinda destekleyici hiperdizlem denilir.
Hiperdiizlem igin ay = ¢ ve hiperdiizlemin belirledigi yari-uzay igin Co C z : ax < ¢ oldugu ifade

edilmektedir. Bu sonucun bir anlatimi SekilA’da verilmistir.
Sonug 2. Ortak noktalar: olmayanC; ve Cy konveks kiimelerini ayurt edici bir hiperdizlem vardir.

Sonu¢ 1 agagidaki 6nemli teoremi ispatlamakta bir ara¢ olarak kullanihir. Asagidaki teoremde
ekstrem nokta koge anlamindadir. Konveks bir kiime olarak iiggensel bolgenin kogeleri buna 6rnek
verilebilir. Eger C' konveks kiimesinin bir y noktas1 C' igindeki herhangi bir dogru parcas: iizerinde
yer almiyorsa bu noktaya bu kiimenin bir ekstrem (kose) noktasi denilir. Bu su anlama gelir: kose
noktalar1 agikar konveks kombinasyonun diginda yazilamayan konveks kiime elemanlaridir. y € C
ise A1, A > 0 ve Ay + A2 = 1 igin y = Ajz1 + Aoxo olacak sekilde z1 # 9 olup z1,22 € C olan

elemanlar bulunamaz, ancak y = 1 x y olarak yazlabilirler, Ay = 1 ve Ao = 0 olabilir.

Teorem. Kapali ve sinirli konveks bir kiimenin ekstrem noktalar: bu kiimenin destekleyici hiperdiiz-

lemlerinde yer alir.

Konveks bir kiime tizerinde tamimli (lineer) bir fonksiyonu en biiyiik veya en kiigiik yapan degerler
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Sekil 2.7: Ortak noktalar: olmayan iki kapali konveks kiime bir diizlemle ayirt edilebilir. Bu sekilde
C1 smirh kapal konveks kiimeyi gostermektedir.

vardir ve bu konveks kiimenin ekstrem noktalardir (Cameron (1985)).

Karar verme problemlerinde verilen kogullarda en iyileme yapilirken, ¢éziimiin varligi ¢ogu kez
¢Oziim aranacak kiimenin konveks olmasi durumunda s6z konusu olabilir. Boyle durumlarda da R™
de ozellikle n > 3 olan yiiksek boyutlarda ¢oziimlemeyi analitik olarak yapmak miimkiin olmaya-
caktir. Fakat ¢oziimiin var oldugunu bilmekle sayisal yontemler kullanilarak arayigina gidilir. Bu
derste cogu karar problemleri R?’de kurgulanmistir. Yukaridaki sonuclar, sayisal yéntemlere odak-
lanarak degil, ¢izim yapilarak kullamilacaktir . Coziimlemeler konveks gok yiizlilere (polytope) bir
hiperdiizlem bulma yerine bir dogruyu iteleyerek veya bir bagka konveks kiimeyi iteleyerek gorsel

olarak yapilacaktir.

Kaynaklar

[1] D. BLACKWELL and M.A. GIRSHICK (1979), Theory of games and statistical deci-

sions, Dover Publications, New York.



2-6 Ders 2 : Konveks Kiimeler IT

Sekil 2.8: C kapali konveks bir kiimenin sinirinda yer alan her noktasindan H gibi destekleyici bir
diizlem elde edilebilir.

[2] N. CAMERON (1985) , Introduction to Linear and Convex Programming, Australian
Mathematical Society Lecture Series 1, Cambridge University Press, Cambridge, UK.

Dover Publications, New York.

[2] H. CHERNOFF and L. E. MOoOsEs (1986), Elementary Decision Theory, Dover Pub-

lications, New York.

[3] B. W. LINDGREN (1971), Elements of Decision Theory, Macmillan Company, New
York.

[4] A. SABUNCUOGLU (20047), Analitik Geometri, 2. Baski, Nobel Yayinlars , Ankara?



