IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta VI

Ders 1 : Doga Durumlarinin Belirsizligi Altinda Karar Verme I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyar1: Bu ders notlar formal yaywnlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadur.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Buraya kadar bir karar probleminde tanimlanmig fayda fonksiyonu kullanilarak, sade ya da karma
eylemlerin fayda fonksiyonu degerleri dikkate alinarak karar verme konusu ele alindi. Karar prob-
lemin tamimlandig1 doga durumu degigsmez olarak diigiiniilmiis ve fayda fonksiyonu da bu kosullar
altinda tamimlanmigti. Verilen sade ya da karma segeneklerin fayda fonksiyonu degerleri siralanarak
hangi eyleme karar verilecegi belirlenebiliyordu. Fayda fonksiyonunun deger aldigi reel sayilar
kiimesi tizerinde dogal bir siralama yaparak fayday: en biiyiik( ya da kaybi en kiiciik) olan eylem ya
da eylemleri belirlemek yeterliydi. Béyle bir karar verme durumunda ilginglik yok denecek kadar
azdir. Karar vericileri zorlayacak durum bilinen degigsik doga durumlar: altinda fakat hangi doga
durumu altinda bulunulacagi 6nceden bilinmeksizin karar vermenin gerekli oldugu karar verme

problemleridir. Baglikta yer alan belirsizlik s6zciigii bu durumu ifade etmektedir.

Bu boliimde birden fazla doga durumu bulunan fakat hangi durum altinda bulunulacag: 6nceden bil-
inmeyen karar problemleri incelenecektir. Bu karar problemlerinin ¢éziimlenmesinde benimsenebile-
cek minimaks ve Bayesgil temel yaklagim- larinin kullanimi érneklerle gosterilecektir. Minimaks ve
Bayesgil yaklagimlarinin 6zellikleri karar kuraminin énemli kavramlar1 agisindan kargilagtirilmasima
yer verilecektir. Onemli bir karar kurami kavrami olan kabul edilebilirlik (admisibility) ele alinacak

konular arasindadir.

Bu béliimde bir karar problemi {i¢ unsurun bir araya gelmesiyle ifade edilecektir, diger bir ifadeyle
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bu unsurlarin belirlendigi her problem bir karar problemi olarak ele alinacaktir. Bunlar, doganin
durumlarimin kiimesi, segeneklerin yada yapilabilecek eylemlerin kiimesi ve her doga durumunda
tamimlh kayip fonksiyonudur. Doga durumlar: 6, problemdeki doga durumlarinin tiimiini igeren
kiime de © ile gosterilecektir. Bu derste doga durumlarinin sayisi ¢ogu kez iki ile simirlanacaktir
ve © = {6,605} gosterimi kullamlacaktir. Doga durumlarmin sayisimin dersteki bu simirlamasi
karar kuraminin sonuglarinin kisitlanmasi olarak goriilmemelidir. Bu kisitlamanin amaci dogrular
ve konveks kiimelerin konu oldugu béliimde de ifade edildigi iizere coziimlemelerin R?’de cizimlerle
yapilabilmesini saglayip karar kuraminin ana temalar1 iizerinde yogunlagmak ve hesaplamaya doniik

konular: ertelemektir.

Fayda fonksiyonunu incelerken karar verme problemiyle kargilagsan karar vericinin sahip oldugu
secenekler karar verecegi sade veya karma eylemlerini de belirlemekteydi; segeneklerini kiimesi,
yapabilecegi eylemlerin kiimesini de belirlemekteydi. Burada eylemlerin kiimesi eylem uzayi
kiimesi olarak adlandirillip A ile gosteri- lecektir. Karma (ya da rasgele) secenekler yer-
ine karma (ya da rasgele) eylemler olarak ifade edilecektir. A’ nin elemanlar1 ay, as as, ... gibi

sade eylemler oldugunda eylem uzay: kiimesi A = {a1, as,as, ...} olarak gésterilecektir.

Doga durumlar1 uzayinda bulunan her doga durumunda tanimh bir kayip fonksiyonu olacagindan
kayip fonksiyonu 6nceden oldugu gibi sadece eylemler kiimesinde tanimli reel degerli fonksiyon

yerine 6 € © ve a € A olmak tizere (6, a) sirah ikilileri lizerinde

0,a) : OxASR,

(f,a) e®@x A — I6,a)eR

olarak tammlanacaktir. a, (p1, p2, ps, . . .) olasilik dagilumi ile belirlenmig karma bir eylem oldugunda
kayip fonksiyonu degeri § € © doga durumunda karma eylemi olugturan olasilik dagilimina uygun

olarak bir beklenen deger olacaktir ve

E(1(0,a)) = p1l(0,a1) + p2l(0,a2) + - - -
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degerini alacaktir. Burada kayip fonksiyonu 6zelliklerinin kullanildigi ve 1(6, a) kaybi- min rasgele

olarak 1(6,a;) degerlerini aldig1 goriilebilir.

Not: Hangi doga durumunda bulunulacagi 6nceden belirli bir kesinlikte bilinmedigi i¢in karar verici
doga ile kumar oynayan bir kumarbaz gibidir. Tipk:i oyun teorisinde oldugu gibi karar verici —bu
kez kazanmak i¢in alelade bir kumarbaz gibi kazanmak icin ayrica ¢aba harcamayan- dogaya karsi
kumar oynamaktadir. Bu kumar oyunda oyunun bagindan sonuna oynamayi planladigi hamleler
(eylemler) dizisinden olugan bir stratejiye sahiptir bu stratejiye ismini secilen olasilik dagilim
vermektedir, (p,1 — p) stratejisi gibi. Karar verici igin her iki doga durumunda p olasihgiyla a;
eylemini, 1 — p olasiligiyla da as eylemini yapmak bir stratejidir. Bu stratejilerin segimleriyle her

iki doga durumundaki yaganacak kayiplari (E(1(61,a)), E(l(62,a))) vektorleri temsil etmektedir.

Asagidaki 6rnek ile konularin ilerleyen kesimlerinde de kargilasilacak olup asansér Ornegi olarak

adlandirilacaktir.

Ornek(Asansﬁr 6rnegi). Caligma birimi tiglincii katta olan bir caligan ti¢iincii kata ulagmak igin
iki secenegi vardir. Ilki a; merdiven ile énce taban kata inerek asansore binip iiciincii kata cikmak,
digeri ay merdiveni kullanarak bir kat yukar: ¢ikip geri kalan iki kat1 asansorle ¢ikmaktir. Doganin
iki durumundan ilki #; asansoriin ¢alig- masi ikincisi de 69 asansoriin bozuk olmasidir. Caliganin
kayip fonksiyonu degerinin merdiven kullanimu ile oransal oldugu diigtintilebilir. Birey spora hevesli
degildir, zaten yeterince enerji harcadigimi diigiinmektedir. Asansor galigiyorken merdivenle bir
kat agagi inmek fazla enerji gerektirmezken, merdiven kullanarak bir kat yukar: gitkmak daha fazla
enerji kaybina yol agmaktadir. Asansoriin bozuk oldugunu bilmeden bir kat agag: inip ¢aligmadigini
gordiiginde merdivenle tirmanacag tic kata ek olarak bir kat daha c¢ikacaktir.Bir kat yukar: ¢ikip
asansorin ¢aligmadigini gordiigiin- de iki kat daha cikacak demektir. Buna uygun olarak kayip
fonksiyonu
(0, a;)
ax as
0, 0 1
0o 6 5
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verilmis olsun. Sade eylemlerin kayip fonksiyonu degerlerinin [(61,a1) = 0, {(01,a2) = 1, [(02,a1) =
6, [(02,a2) = 5 oldugu goriilecektir. Bu 6rnekte eylem uzay1 A = {a1, as}, doga durumlarimin uzay1

© = {61, 65} ve biitiin doga durumlar altinda kayip fonksiyonu yukarida verildigi gibidir.

Karma bir a eylemine iligkin olasilik dagilimi, a; eyleminin p, as eyleminin 1—p olasilikla yapilacagi
(p,1 — p) olsun. Bu durumda a karma eylemine iligkin kayip fonksiyonu bir § € © olmak iizere ! (6, a)
, p olasilikla [ (0, a1), 1 —p olasilikla [ (6, as) degerini alacaktir. a karma segenegi i¢in kayip, 67 doga

durumunda

E((01,a)) = pl(b1,a1)+ (1 —p)l(61,a2)
= (1-p)
ve 65 doga durumunda
E(l(02,a)) = pl(02,a1) + (1 —p)l(b2,a2)
= 6p+5(1—p)

olarak hesaplanacaktir. Bundan sonra belirlenen (p,1 — p) bir olasihik dagilimi i¢in bir karma
eylemin kayip degeri beklenen kayip olarak adlandirilacaktir. Gerektikce E(1(61,a)) igin L(61,a)
veya Ly, E(l(02,a)) i¢in L(fs,a) veya Lo gosterimleri kullanilacaktir. a; sade eylemleri de p = 1
olasilikli karma eylemler olarak degerlendirile- bilecektir bu nedenle aym gosterim sade eylemler
icin de kullanilacaktir. Ornegin #; doga durumunda a; sade eyleminin kayip fonksiyonu degeri
1(01,a1), L(01,a1) = 0 olarak gosterilecektir. Ciinkii karar vericinin a; sade eylemini yapmaya
rasgeleligi kullanmaksizin karar vermesi karar vericinin a; ~ a ~ [a1,az](p,1—-p) karma eylemi icin
olasilik dagihmim (p,1 — p) = (1,0) olarak belirlemesidir. Benzer olarak 63 durumunda yapilan

az ~ a ~ [a1,az]p1-p) sade eylemi icin de olasihk dagihmimin p = 0 olarak veya (0,1) olarak
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belirlenmesidir. Bu durumda da beklenen kayip [(62,a2) = 5 olacak ve L (f2,a2) = 5 olarak

gosterilecektir.

Doga durumu uzayinda iki doga durumunun ve eylem uzayinda da iki sade eylemin bulundugu
yukaridaki karar probleminde iki doga durumunda sade a; eylemine iligkin beklenen kayiplar R?’de
(L(01,a1), L(02,a1)) = (1(01,a1),1(02,a1)) ve sade as eylemine iligkin beklenen kayiplar (L(61, as), L(02,a2)) =
(1(01,a2),1(02,az2)) vektorleriyle gosterilebilir. Cizimde bu vektorler sirasiyla (L1, La) = (0,6) ve
(L1, Lz) = (1,5) olarak gosterilmistir. Herhangi bir karma a ~ [a1, a2](,,1—p) eylemine iligkin olarak
iki doga durumundaki beklenen kayiplar (L(61,a), L(02,a)) = (Lo, L2) = (1 — p,5 + p) vektori ile

R?’ temsil edilebilir.

Biitiin sade ve karma a ~ [aq, as] y eylemlerine ait beklenen kayip vektorleri sade eylemlerin

(p,1—p

konveks kombinasyonlar: olarak yazilabilecektir:

L(Hl, a) 0 1
=p +(1=p)
L(62,a) 6 5
Bu vektorlerin, biitiin konveks kombinasyonlarin, kiimesi (0,6) ve (1,5) noktalarinin ug noktalar

oldugu dogru parcasma ait noktalarin kiimesi bir diger tamimlamayla R?’de (0,6) ve (1,5) nokta-

larini iceren en dar konveks kiime, konveks kabuk

Ly L(61,a) 0 1
{ : =p +(1-p) 7p€[0,1]}
L4 L(62,a) 6 5

dir.

Karar vericinin tiim sade ve karma eylemler iginden segebilecegi eylemlerle iki doga durumunda da
yagayacagl kayiplar birer vektor olarak dogru pargasi olarak ortaya cikan konveks kiimenin iginde

yer alir.

Ornek.Asansor orneginde s6z konusu caligan 0.60 olasilikla ajeylemi 0.30 olasilikla as eylemini

yapacag (karma) rasgele eylemi se¢mis oldugunda 67 ve 65 doga durumlarindaki kayip fonksiyonu
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Lo
71
(0,6)
6 9 (0.4,5.6)
5.6 \\(175)
5
Ly

012 014 016 018 1

Sekil 1.1: Doganin iki durumu ve eylem kiimesinde sade iki eylemin oldugu asansor orneginde tiim
sade ve karma eylemlere de ait kayip vektorleri (L1, Ly)’'nin kiimesi (0,6) ve (1,5) noktalarmin
konveks kabugu. a ~ [a1, az](0.6,0.4) karma eyleminin beklenen kayip vektérii (L, Lo) = (0.4,5.6)
konveks kabuk tizerindedir.

degerleri sirasiyla, E(1(61,a)) =1 —p = 0.40 ve E(l(62,a)) = 5+ p = 5.60 dir ve bu kayip degerleri

Sekil iizerinde R?’ de dogru parcast iizerinde (L1, Ly) = (0.4,5.60) olarak isaretlenmistir.
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Ders 2 : Doga Durumlarinin Belirsizligi Altinda Karar Verme I1

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Doga durumunun belirsizligi altinda karar verme problemlerinin grafiksel ¢izimler kullanilarak
¢ozlimlenmesinde tiim sade ve karma eylemlerin beklenen kayip vektor- lerinin yer aldigi konveks
kabugun dogru olarak ¢izilmesi énemlidir. Buna hazirlik amagh diger karar problemi 6rnegi agagida

verilmigtir.

Ornek. Bir karar verme probleminde doga durumlar1 uzay1 © = {6,0,}, sade eylemler uzay1

A ={a1,a2,as,a4,a5} dir. Sade eylemlere ait kayip fonksiyonu degerlerinin tablosu agagidadir:

1(92 70,]')
a az as 21 as
01 2 4 3 5 3
0 3 0 3 2 5

Tiim sade ve karma eylemlere ait (L(61,a), L(02,a)) = (L1, L2) beklenen kayip vektorleri a1, ag, as, a4, as
sade eylemlerinin (L(01, a;), L(02,a;)) = (I(01, a;), (82, a;)) beklenen vektérlerinin konveks kabugunda
yer alirlarlar. a3 sade eylemine iliskin ((61,a;),{#2,a;)) beklenen kayip vektériiniin konveks kabugun

bi¢imini etkilememigtir.

Not:Konveks kabugun i¢ bolgesinde yer alan her bir (L1, La) noktasinin birbirine esit (L(01,a), L(02, a))
beklenen kayip vektorleri olan eylemlere ait olabilecegi dikkatten kagmamig olmali. Ornegin, yukaridaki
ornekte i¢ bolgede yer alan sade az eylemi -ya da bagka bir karma eylem- a5 ile a4 sade eylemlerinin
bir karmasi ile a; sade eyleminin bir karmasi a* ile aynm beklenen kayip vektoriine egittir. ag ile
a* ayni eylemler olmasalar da konveks kabuk icinde ayni1 nokta - beklenen kayip vektorii- ile tem-

sil edilirler. Burada sozii edilen a* rasgele eyleminin [a1, az, as, a4, as](12/21,0,0,6/21,3/21) oldugunun
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Ly
6 1
(1(61,a5),1(02, a5))

5 -
4+

asg
3 a ® .
2 ® ay
1+

a2 Ll
1 2 3 4 5 6

Sekil 2.2: Tiim sade ve karma eylemlerin (L, Lo) beklenen kayip vektorleri aq, ag, as, aq, as sade
eylemlerinin (L(61,a;), L(02,a;)) = (1(61,a;),1(02,a;)) kayip vektorlerinin konveks kabugunda yer
alirlarlar.

okuyucu tarafindan bulunmasi énerilir. a* eylemine iligkin beklenen kayiplar
o 12 6 3
L(Hh a ): ﬁl(ﬁl, 0,1) + 0 % l(@l, a2) + 0 % 1(91, CL3) + ﬁl(@l, a4) + il(el, a5) =3

ve

12 6 3
L(92,a*):ﬁl(92,a1) +0 x l(eg,ag) +0 x 1(92,a3) + ﬁl(QQ,a@ + ﬁl(ﬁg,a5):3

olup a3 sade eyleminin kayip vektorii (3, 3)’e egittir. Burada okuyucu konveks ka- bugun olusumunda
a3 eylemine ait kayip vektoriiniin etkisiz olusu nedeniyle 6rnek alindigimi diigiinmemelidir. Bu

durum konveks kabugun, tanimi geregi, koge noktalar1 diginda tiim noktalar: igin gegerlidir.

Verilen bir karar probleminde doga durumlar1 uzay1 © = {61,63,0s3,--- ,0,,}, sade eylemler uzay1
A = {ay,a9, -+ ,a,.} ve her doga durumu ve sade eylemlere iligkin kayip fonksiyonu degerleri

1(6;, a;)’'nin olmas: sade ya da karma bir eylemin beklenen kayip vektoriit R™’de gésterilebilecektir.
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Tiim sade ve karma eylemlere ait beklenen kayip vektorleri karar probleminde yer alan sade eylem-
lere iligkin

(Ll, LQ, L37 ey Lm) = (1(917 CL]')7 1(92, aj), 1(937%)7 e ,l(@m,a]—))

beklenen kayip vektorlerince iiretilen ve R™’de yer alan konveks kabuk i¢inde yer alacaktir. Konveks
kabugun tiim elemanlar1 (1(61, a;),1(02,a;),1(03,a;), ..., (0, a;)) noktalarmin konveks kombinasy-

onlarindan olusacaktir. Bu elemanlar her p; > 0 ve E;:1 p; = 1icin

i L1 ] i E(Z(Hha)) ] i 1(91,(11) ] [ l(Hl,ag) ] [ 1(91,(1,,) ]
L2 E(l(927a)) l(ﬁg,al) 1(92,0,2) 1(92,(1,,)
Ls = E(l(&g,a)) =pP1 l(63,a1) + p2 1(93,0,2) + ...+ pr l(Gg,ar)
L, E(l(0pm,a)) 1O, a1) (0, a2) (O, ar)

olarak yazilabilirler.

Karar verme problemlerinde karar verici kayip fonksiyonunu kullanmak yerine onun bir fonksiyonu
olan pigmanlik fonksiyonunu (regret - firsat kaybi fonksiyonunu) kullanabilir. Pigmanlik fonksiy-
onu agagidaki gibi tarif edilebilir: Karar verici her bir #; doga durumunda kendisine en az kaybi
verdirecek olan a € A eylemini belirler, bu

m; = min [(6;,a)
acA

olarak gosterilsin. Bu kayip 6; doga durumunda bulunulacag bilinse dahi, "en iyi eyleme” (bu
durumda en az kayiph eyleme) karar verilmis olsa da kaginilamayacak kayiptir. Eger karar verici
0; doga durumunda bu eylemi uygulamayip bir bagka a; eylemini uygularsa en az kayip verecegi

eylemde karar kilmamig olmaktan dolay: firsat kaybedecektir. Kaybedilen firsatin biiyiikligii

r(@i,aj) = l(9i,aj) —m;
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pismanliginin bir 6l¢iisii olacaktir.

Tanim. m;, 6; doga durumunda en az kaybi veren eylemin kayip fonksiyonu degeri ve bu doga

durumunda secilebilecek herhangi bir eylem a; olmak iizere

7‘(01‘, aj) = l(é)l, aj) — my

degerine 0; doga durumunda a; eyleminin pigmanlhk fonksiyonu degeri denilir.

Pismanlik fonksiyonu kayip fonksiyonu ile ayni 6zelliklere sahiptir, bununla birlikte kayip fonksiy-
onuna yapilan bir oteleme doniigiimiini ile elde edilmistir. Kayip fonksiyonu yerine pigmanlik
fonksiyonunun kullanimi karar vericinin yapacagi bir tercihtir; en az kaybi yagamak yerine pismanligi
en az yapmak farkli amaglardir. Karar verme problemlerinin ¢éztimlenmesi ile secilecek eylem ya

da eylemler kullanilan fonksiyona gore farklilik gosterebilirler.

Not: Eylem seciminde kullanilan en iyileme ilkesi de kayip veya pigmanlik fonksiyonunun kul-
lanilmasiyla ortaya cikabilecek farkli eylem kararlarina yol agar. Bir sonraki konuda minimaks
ilkesi kullanilarak varilacak eylem kararlarimin segilecek fonksiyona gore degisim gosterebilecegi,
buna kargin Bayes ilkesi kullanilarak varila- cak eylem kararlarinda segilecek fonksiyonun sonucu

degistirmeyecegi goriilecektir.

Ornek (Son 6rnegin devami).Yukarida verilen karar problemi i¢in her doga durumunda en az

kayba yol agacak sade eylemlerin kayip fonksiyonu degerleri m;

l(@i,aj)

inl(;,

ay as as a4 as (IZI.IEI‘/IL‘I( a)
01 2 4 3 5 3 2
02 3 0 3 2 5 0

olarak elde edilir. Buradan pigmanlik fonksiyonu

olarak elde edilmis olacaktir. Pigmanlik fonksiyonu kullanilmasiyla beklenen kayip vektorleri yerine

beklenen pigmanhk vektérleri séz konusu olacak ve bunlarim R? deki gosterimi (L1, Ly) yerine
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T’(@l ,a]‘)
ay a9 as aq as
01 0 2 1 3 1
02 3 0 2

(R, R2) kullamlarak yapilacaktir. Bu gosterimde beklenen kayiplar igin izlenen yol kullanilacaktar.

a, olasiik dagilimi p; > 0 ve Z;:1 p; = 1 icin bir eylemi gostermek iizere beklenen pigmanlhklar

R(lea) = 917 Zp] 91,Cl]

ve
R(QQ,G) 927 ij 927aj
dir

Eylemlere iligkin beklenen pigsmanliklar (R;, Re)’mn en kiigiikk konveks kiimesi agagidaki gekilde

goruldiigii gibi beklenen kayiplarin en kiigiik konveks kiimesinin bir 6telemesi olacaktir.

Beklenen tiim sade ve karma pigmanliklarin beklenen degerleri (R;, Rg) noktalar: olarak yukaridaki
sekilde taral konveks hull da yer alir. Burada pigmanliklarin beklenen degerleri E (r(6;,a)) = R; =

E (1(6;,a) —m;) = L; — m; olarak da hesaplanabilirler. Benzer olarak doga durumlar1 uzay1 © =

{61,602, ,0.,} ve sade eylemler uzay1 A = {a1,a2,as,...,a,} oldugundaa ~ [a1,a2,as, ..., ar](Pl,pz,PB,-<~7Pr)

eyleminin beklenen pismanlik vektorii

- Ry [ E(r(61,a)) ] _ r(01,a1) _ _ 7(01,a2) _ _ (61, ar) _
Ry E(r(62,a)) r(62,a1) 7(02,az) (62, ar)
Ry |=| E(r(63,a)) |=p1| r(0s,a1) |[+p2| r(03,a2) |+---+pr| r(0s,a)

i Rm | L E(T(gﬂ%a)) ] i T(emaal) ] i T(GW%QQ) i L T(emvaT) ]

olarak ya da yukaridaki gibi kisaca her bilesen R; = L; — m; olarak ifade edilecektir.
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Ly
6 4
(7"(91,0,5),7'(92,(15))
5 | . . (1(01,a5),1(02,a5))
as as
%

4 4

as asg
3 a; ° ap ® °
2 o ay ° Qy
1] S

a2 as Ll
1 2 3 4 5 6

Sekil 2.3: Kayip fonksiyonu yerine pigmanlik fonksiyonu kullamildiginda kayip fonksiyonuna dayal
konveks hull 6telenmis olur.
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