IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta VII

Ders 1 : Doganimn Belirsizliginde Minimaks Ilkesi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyar1: Bu ders notlar formal yaywnlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disgindadur.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Doga durumlariin belirsiz oldugu karar verme problemleri i¢in sunulan érneklerde karar vericiye
en az kayip verdirecek eylem ya da eylemlerin belirlenmesinin genel oldugu goriilebilir. Yalnizca
sade eylemler arasindan birine karar verilmesinin gerek- tigi bir durumda da bu zorlukla karsilagilir.
Doganin bir durumu icin beklenen kayibi en az yapan bir a sade eylemi doganin bir diger durumu

”

veya bazilar i¢in o kadar ”iyi” olmayabilir. Yalnizca bir doga durumunun oldugu karar verme
problemlerinde eylemlerin kiimesinde arzu edilebilirlige ve dolayisiyla kayip degerlerine gore ba-
sit (lineer) siralamanin yapilabilmesi nedeniyle bu segim sorun yaratmamisgti. Doganm iki veya
daha fazla durumu olmasi halinde kayip degerlerinden degil, kayip vektorlerinden sz edilebilir.
Vektorler igin evrensel olarak kabul gorecek ”dogal” bir siralama yoktur. Buna kargin en iyileme

igleminin yapilabilecegi akla uygun (makul) ilkeleri oldugu diisiiniilen iki yéntemden biri Minimaks

ilkesi(prensibi) dir.

Bu ilke eylemler arasindan segim yapilirken kargilagabilecek en biiyiik kaybin dik- kate alinmasidir;
k6t eylemler iginden en ”iyi”sinin segimi Onerilir. Bu ilkenin uygulama adimlar1 kisaca ver-
ilebilir. Verilen her bir a € A eylemi i¢in (6, a) kayip fonksiyonu biitiin 8 € © doga durum-
lar igin degerlendirilir en biiylik (maksimum) kaybi olan belirlenir. Bu iglem tiim eylemler igin
yapilir. Bunlar bir kiime olugturacaktir. Bu kiimenin elemanlarim [ (a) ile gosterecek olursak, bun-

lar arasindan da her a € A i¢in degerlendirme yapilarak en kiigigii (minimum) secilir. En basit
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haliyle A = {a1, as} oldugunda ve yalnizca sade eylemler arasindan se¢im yapilmak istendiginde

supl (6,a1) < supl(6,as2)
0c© 0c©

ise a1 eylemi ay eylemine yeglenecektir.

Tanim. Bir a eylemi biitiin a eylemleri igin

sup B (1(6,a0)) < sup E (I (6,a))
6eo 6eo

ise veya bu anlatimin alternatifi olarak

sup E (1(0,a0)) = infsup E (I (6,a))
0co @ 9eo

ise minimaks eylemi olarak adlandirilir. Minimaks eylemle karar vericinin yagayacagi kayip degeri

inf, supgeg E (I (6, a))’de minimaks kaybi olarak adlandirilr.

Tanimda ’sup’ maksimum anlaminda 'maks’ ve ’inf’ minimum anlaminda 'min’ ile degistirilirse
minimaks teriminin nasil olugturuldugu da anlagilmig olur. sup, inf ve min, maks her zaman ayni
sonuglar1 veren iglemler olmasalar da ¢ogu kez min ve maks iglemleri kullanilacaktir; 6grencinin
bu kavramlar1 ne zaman ayirdedecegini bildigi varsayilacaktir. Minimaks ilkesinin belirledigi bu

yontemin uygulamalarinda birden fazla minimaks eyleminin de bulunabilecegi goriilecektir.

Bir agp eylemi eylemler iginde tanimliysa ve yapabilecek eylemlerin kiimesinden her a ve her 6/ € ©
icin

L(#',a0) < sup L (6, a)
6cO

ise minimaks eylemi olmasi olanaklidir. Minimaks eylemi L(.,.)sonlu olsa da her zaman var olmaya-
bilir. Ilerde buna iligkin bir 6rnek verilecektir. Asagida 6rnek sade eylemler arasmda minimaks

eylem bulunmasina iligkindir.
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Ornek. Minimaks yontemi yukarida verilen ornek i¢in sade eylemler arasinda arasti- rilacaktir.

Sade eylemler icin L (6;,a;) = [ (6;,a;) oldugu hatirlansin.

l(ﬁi,aj)
al az as aq as
0, 2 4 3 ) 3
0y 3 0 3 2 5
max [(6,a;) 3 4 3 5 5
9€0
ggﬁ Igleaé( 1(0,a) = géli}{l (02,a1) ,1(01,a2),1(02,a3),1(0h,a4),l(02,a5) }

= {l(02,a1),1(02,a3)}

oldugunu goriiliir. Sade eylemler arasindan iki tane minimaks eylemi var ve bunlar a; ve asg sade

eylemleridir. Karar verici bu ilkeye gore iki eylemden birini belirleyip kullanabilir.

Not. Minimaks yonemi ile iki minimaks eylemi belirlenmis olmasina kargin a; sade eylemi her
0 € O igin [ (01,a1) <1(6,a3) oldugundan karar vericinin yalnizca a; sade eylemini kullanmasinin

uygun oldugu sodylenebilir.

Aymni karar verme problemi i¢in minimaks ilkesi pigmanlik fonksiyonuna uygulandigin- da bulunacak
minimaks eyleminin kayip fonksiyonuyla elde edilenden bagka bir eylem oldugu goriiliir. Probleme
iligkin sade eylemlere ait pigmanlik fonksiyonu degerleri ve her sade eylem igin yaganabilecek en

biiytik pismanlik degerlerinin bulundugu tablo agagida verilmistir.

T(Hi,aj)
ax az as aq as
6, O 2 1 3 1
0 3 0 3 2 5
max r(6,a;) 3 2 3 3 5
0ce
Bunlarin en kiigligii as eylemine ait olan pigmanlik degeridir min maxr (6,a;) = r (61,a2), bu

a 6coO
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nedenle pismanlik fonksiyonuyla sade eylemler arasindan belirlenen minimaks eylem as eylemidir.

Doganin durum uzay1 iki eleman icerdiginde bu ¢éztimlemeler grafiksel olarak da yapilabilir, bu karar
problemine iligkin bagka sonuclar c¢ikarilabileceginin bir yolunu da gosterecektir. Kayip fonksiy-
onunun kullanildig1 durumda verilen bir a € A eylemi i¢in dogann iki durumu i¢in beklenen kayiplar
R? de (Ly, Ly) olarak gosterilsin. L; > Ly oldugunda (Li, L) noktast I. bélgede L; = Lo olan
dogrunun (L ile 45° ag1 yapan dogru) altinda kalan bolgede, L1 < Lo oldugunda ise bu dogrunun
iistiinde kalan bolgede yer almig olacaktir. L; = Lo oldugunda da bu dogrunun lizerinde bulu-
nacaktir. Minimaks eylemi L; = Lo dogrusunun iistiindeki bolgede yer alan eylemler i¢in Lo = ¢
gibi yatay bir dogru pargasi ¢ artirilarak ilk kez bir (L1, Lo) noktasina degene kadar kaydirilarak
bulunacaktir. Minimaks eylemi L; = Lo dogrusunun altindaki bolgede yer alan eylemler i¢in L1 = ¢
gibi dikey bir dogru pargasi ¢ artirilarak ilk kez bir (L1, L2) noktasima deginceye kadar otelenerek
bulunacaktir. Minimaks eylem L; = Lo dogrusunun iizerindeki bolgede ilk karsilagilan (Lq, Lo)
noktasinin (yada noktalarinin) ilk bilegenini (dikey) altinda kalan bolgede ilk kargilagilan (Lq, Lo)

noktanin (yada noktalarin) ilk bilegenlerini kargilagtirilarak bulunur.

Bu iglem tek girpida bir kogesi (0,0) noktasindan gegen bir karenin ilk noktaya deginceye kadar
biiyiiltiilerek de yapilabilir. {(L1, L2) : max (Ly, Ls) = ¢} kiimesi R? de enbiiyiik (maksimum)
bileseni ¢ olan noktalarin kiimesini gostersin. Bu kiime Lo = ¢ yatay dogrusu ile sinirlanan ve
L, < c olan bolge ve L; = ¢ dikey dogrusu ile sinirlanan ve Lo < ¢ olan iki bolgenin kesigiminden

olusmaktadir.

Kesigim kiimesi (c, ¢) sag iist koge noktasi I.bolgede yer alan 45°lik dogru iizerinde olan karesel bir

(kor) kamay1 andirir.

Ornek olarak verilen karar probleminde sade eylemler arasindan minimaks eylem ya da eylemlerin
belirlendigi grafik Sekil’de verilmistir. Gorildugi gibi grafik veya kayip fonksiyonu degerleri tablo-
sunun kullanilmasiyla elde edilen minimaks eylemler ayni a;, ag eylemlerdir, minimaks kayiplar: da

3 dur

Asagida yer alan Sekil’deki ¢izimde ayni karar verme probleminde sade eylemler arasindan minimaks
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Sekil 1.1: Kayip fonksiyonu kullanildiginda yukaridaki érnek icin sade eylemler arasindan minimaks
eylem ya da eylemlerin belirlenmesinin grafiksel olarak yapilmasi.

ilkesi ile pigmanlik fonksiyonu kullanilarak minimaks eylem ya da eylemlerin grafik kullamlarak
belirlenmesi gosterilmigtir. Grafik kullanilarak as sade eyleminin minimaks eylem ve minimaks

pismanlik degerinin de 2 oldugu Sekil {izerinde goriilebilir.

Doganin iki durumu oldugunda, karma eylemlerin de bulundugu biitiin eylemler kiimesi icinden,
minimaks eylem ya da eylemler bu grafiksel yontem kullanilarak bulunabilir. Tim sade ve karma
eylemler ve bunlara ait kayip fonksiyonu degerlerinin bir tablo halinde gosterilemeyecegi diigiiniildiigiinde
bu eylemler arasindan minimaks eylem kararinin grafik yontemle elde edilebilmesinin 6nemi anlagilacaktir.
Bu yontem doga durumlariin sayisi ikiyi gectiginde kullananigsiz olacaktir. Bununla birlikte grafik
yontemi, karar verme kuram ve kavramlarinin daha iyi anlagilmasini, doga durumlarini sayisi ne
olursa olsun karar verme problemlerinin ¢éziimlemerde kullanilan analitik ya da sayisal yontemleri
konusunda bilgi verici olacaktir. Kayip veya pigmanlik fonksiyonu ile ¢aligmak yine karar vericinin

bir se¢imi olacaktir.

Tiim sade ve karma eylemlerin kayip fonksiyonu (ve pigmanlik fonksiyonu) beklenen kayip (ve bek-
lenen pigmanlik) vektorlerinin kiimesinin kapali bir konveks kiime oldugu bilinmektedir. Onceki
sayfalarda ornek karar verme problemlerinde verilen kayip fonksiyonu ve pigsmanlik fonksiyonu

vektorlerini kullanarak her iki durumda da bu konveks kiimeleri belirlenmigti.
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Sekil 1.2: Pigmanlik fonksiyonu kullanildiginda yukaridaki érnek icin sade eylemler arasindan min-
imaks eylem ya da eylemlerin belirlenmesinin grafiksel olarak yapilmasi.

Iki doga durumunu bulundugu bir karar verme probleminde tiim sade ve karma eylemler arasimdan
minimaks eylem ya da eylemleri ve bunlarin minimaks kaybini grafik yoluyla belirlemek i¢in 6ncelikle
sade eylemlere ait kayip vektorlerinin olugtur- dugu konveks kabuk elde edilir. Sonra bir ucu-6rnek
karar verme probleminde karenin sag tist kogesi- L1 = Lo ya da pismanlik fonksiyonu kullanildiginda
R; = Ry dogrusu iizerinde olan kor kama (kare) konveks kabuga ilk kez deginceye kadar &telenir.
Kor kamanin ilk kez degdigi nokta ya da noktalar minimaks eylem ya da eylemlerin beklenen kayip
vektoril (ya da vektorleri) olacaktir. Boylece, minimaks eylem ya da eylemlerin betimlemesi yapilir,
minimaks kaybi (ya da pigmanhg1) belirlenir. Eger minimaks eylem yalnizca bir tane ise bu eylemin
minimaks kaybi1 -minimaks eylemin uygulanmasi sonucunda karsilagilacak beklenen kayip degeri-

karenin konveks kabuga ilk kez degdigi L1 = L, noktasindaki degerlerden biri olacaktir.

Ornek (Yukaridaki 6rnege devam). Ornek karar verme problemine iliskin grafikten de goriildiigii
gibi sag tlist kogesi Ly = Lo dogrusu tizerinde olmak tizere biiyiiltiillen karenin konveks kabuk ile ilk
temasi, konveks kabugun ai, as "koge” noktalarinin ug¢ noktalar: oldugu dogru parcgasi iizerindedir
bu noktada da Ly = Lo dir. O halde bu noktanin bilegenlerini analitik olarak bulmak igin x,y nin
sirastyla Ly, Ly nin yerini aldig1 asagidaki denklem sistemi ¢oziilmelidir: R? de iki noktas: verilen bir

dogru parcasi tizerindeki tiim noktalara ait kiimenin gosteriminden (gosterimde buradaki p € [0, 1]
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Sekil 1.3: Ornek karar verme problemi i¢in tiim sade ve karma eylemler arasindan minimaks eylemin
grafikle belirlenmesi.

yerine, w € [0, 1] gosterimi kullanilmigt1) p € [0, 1] olmak {izere

T 2 4
=p +(1—-p)
Y 3 0

elde edilir. Bu noktanin bilegenleri igin = y dir ve x, p bilinmeyenleri kolayca (ve tutarli olarak)
bulunur.

2p+(1—p)d=3p

egitliginden 6nce p = 4/5 bulunur, sonra = 12/5 oldugu hesaplanir. Karma minimaks eyleminin
karar vericiye kaybi, minimaks kayb1 Ly = Ly = 12/5 olup bu karma eyleme iligkin olasilik dagilimi
p = (4/5,1/5,0,0,0) dir. Buna gore karar verici 4/5 olasilikla a; ve 1/5 olasilikla az eylemini

yapmali, a3, as ve as eylemleri yapmamalidir.

Burada dikkati ¢ekmesi gereken 6nemli bir bulgu da sudur: Bulunan karma eyleme iligkin kayip
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sade eylemlerden, her iki doga durumunda egit kayba yol acan as eyleminden, daha az olmaktadir!
Dogal olarak eylem kiimesi iginde yer almayan karma eylem- rasgele, karar vericinin bile 6nceden

hangi eylemi uygulayacagini bilmeden yapacagi eylem- daha az beklenen kayba sahiptir.

Grafiksel yontem karar verme problemlerinde doganin durum sayisi arttikga kullanigsiz hale gele-
cektir. Ancak doganmin durumu sonlu sayida sade eylemlerin sayisi da sadece iki tane ise grafiksel
yontem kullamighhgim siirdiiriir. Olugturulacak karma eyleme iligkin olasiik dagilimi (p, 1 — p) for-
mundadir. Asagidaki érnekte boyle bir karar verme problemi ele alinmakta ve minimaks ilkesi

kullanilarak karar vericinin eylemi belirlenmektedir.

Ornek. © = {01,01,05,04}, A = {a1,a2} ve asagida kayip fonksiyonunun verildigi karar verme

problemi i¢in minimaks eylem ya da eylemleri arastirilmak istensin.

Y4 (9i7aj)

ay a2
01 4 0
0 2 -1
03 1 5
0,4 -1 2

E(l(61,a)) =4p
E(l(f2,a)) = 3p—1
E(L(f3,0)) = —4p+5
E(1(61,0)) = —3p+2

olacaktir. Bunlarin her biri degisen p € [0, 1] degerleri igin bir dogru pargasi tanimlar. Bunlarin
tiimiine bakip en yukarida (maksimum) konumlanan dogru parcalarindan hareketle maksimum

kayiph eylemlerden arasindan kayiplar:t minimum yapacak olan sade ya da karma eylemlere ulagilir.

Not. Aym degigsken ya da degiskenlerin bir dizi fonksiyonlarindan haraketle yeni bir fonksiyon

tanimlanabilir. Asagida da goriilecegi gibi dogrusal fonksiyonlar i¢in bulunan fonksiyon bir zarfin
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kapagini betimleyen ¢izim olarak ortaya gikabilir. Bu nedenle yapilan iglem kabaca dogrusal fonksiy-

onlarin zarfim elde etmek olarak ifade edilebilir.

5.0

[V

B(£(0;, a))

1.0

—1.0
—1.1

Sekil 1.4: Dért doga durumu ve iki sade eylemin oldugu 6rnek karar verme problemi i¢in tiim sade
ve karma eylemler arasindan minimaks eylemin grafikle belirlenmesi.

Biitiin eylemlerin kiimesi icinde maksimum kayiplar 6; ve 63 doga durumlarinda olugur. Bu eylem-
lerin bu doga durumlar: altinda uygulanmasi halinde karar vericinin beklenen kayiplar1 Sekilde’de
verilen grafikte #; doga durumuna iligkin 4p ve 63 doga durumuna iliskin —4p + 5 beklenen kayip
dogrularmin kalin ¢izilmig kesitleri tizerinde yer alir. Minimaks eylem yada eylemler bu noktalarin
tanimladigy eylemler arasinda en kiigiik beklenen kayipli olanidir. Minimaks eylem 4p ve —4p + 5
dogru parcgalari ile olusan zarf kapag1 bicimli fonksiyonun alt ucunda, iki dogrusal fonksiyonun kesim

noktasinim tanimladig1 eylem olarak belirlenir. Tki dogru parcasmin kesigme noktasi (5/8,5/2) anal-
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itik olarak once

—4p+5=4p

egitligi ¢oziilerek p = 5/8 bulunur, bu deger 4p ya da —4p + 5 de yerine konularak eylemin beklen
kaybinin 5/2 oldugu hesaplanir. sonra Bu durumda minimaks eylem aysade eyleminin 5/8 olasilikla,
ay sade eyleminin 3/8 olasilikla yapildig: eylem olarak yada sadece p = (5/8,3/8) olasilik dagilimu ile
tanimlanan a ~ [a1, az)(s/s,3/8) eylemdir. Burada izlenen yol énce grafiksel olarak max E(¢(9,a))

(zarf bigimli) fonksiyonunun belirlenmesi sonra da minimum yapan a karma eyleminin bulunmasidir.

Genel olarak grafiksel yol izlendiginde bulunabilecek minimaks eylemler konveks kabugun bi¢imine
ve konumuna gore degigecektir. Tek minimaks eylem olabilecegi gibi (sayilamaz) sonsuz sayida min-
imaks eylem de belirlenebilir. Agagidaki Sekil’de degisik konumlarda farkli konveks kiimelerle bulu-
nacak mimimaks eylemlere 6rnek- ler verilmigtir. Cizimler Chernoff ve Moses ss.149’dan alinmigtur.
Minimaks ilkesinin kullanildigi karar verme problemlerinde ulagilan minimaks eylemler cogu kez

karma eylemlerdir.

+ minimaks eyleme ait (L1, Lp) _(f— winimal ks eyleme ait (Ly, La)
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+ minimaks eylemlere ait

(Ly, Ly) noktalan

#" minimaks eyleme ait
(Ly, Ly) noktas:

Ly

Sekil 1.5: Karar problemlerinde iiretilebilecek degisik konveks kabuklarin R?’deki konumlar1 ve
minimaks eylem ya da eylemleri tanimlayan nokta kiimeleri. Minimaks eylemler ¢ogu kez karma

eylemlerdir.
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Ders 2 : Doganmn Belirsizliginde Bayes Ilkesi I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Bayes Ilkesi

Minimaks ilkesi kullanarak bulunan eylemler karar vericiyi kargilagilabilecek en biiyiik kayba karst
korur; "kotuler” iginden ”iyisi”"ne karar verilir. Bu ilkeyi uygulayan gok tedbirli, belki de biraz
kottimser denebilecek bir karar verici kayiplar konusunda ¢ok kaygili olmasi nedeniyle ¢ok az bir ola-
bilirlige sahip ancak kendisine ¢ok kayip verdirecek doganin durumunu da diger doga durumlariyla
aym olabilirlikle dikkate almak durumundadir. Olabilirligi az olan bir doga durumu neden daha az
kayipli eylemlere karar verilmesine engel olsun? Doganin bir durumuyla ”ne 6lgiide karsilagilabilir”
sorusuyla birlikte boyle bir sorgulama sabit olarak algilanan doganin durumlarinin da tipk: sade
eylemler i¢in yapildigi gibi karar verme siirecine rasgele bir unsur olarak katilabilecegini diigtindiiriir.
Karar verici isterse doganin durumunun rasgele olabilecegini kabul etmesin, doganin hangi ola-
bilirlik (simdilik nasil anlagilirsa anlagilsin) ile karar verme siirecine katilabilecegi konusundaki
onsel (prior, priori) yargl, deneyim ve bilgisini katmasi akilci olabilecektir. Béylece doganin bu-
lunabilecegi durumlar ve bu doga durumunda kargilagilabilecek kayiplar agirliklandirila- cak ve ug

durumlar agirliklarinca alinacak kararda yer alacaktir.

Daha ¢nce a; gibi sade bir eylemin beklenen kaybinin verilen 6; doga durumu altinda kayip fonksiy-
onu degeri [(6;, a;) ne esit oldugunu hatirlayimiz. Doga durumunun da rasgele oldugu bu durumda
sade bir eylemin beklenen kaybindan séz edilebilir! Ciinki a; sade eylemi 6; ve 6, doga durum-
larinda, swrasiyla [(61,a;) ve {(62,a;) kayip degerlerinden birine sahip olacaktir. Bu durumda
hangi doga durumunda bulunulacag: rasgele olacak ve a; sade eylemi icin bir kayip degerinden

soz edildiginde bu deger beklenen kayip olacaktir.

Ornek.(Asansér ornegine devam). Uciincii katta calisan birey, ge¢misteki deneyimlerine gore,

2-1
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asansori kullanma ihtiyact duydugu bes durumdan dordiinde asansoriin ¢aligir durumda oldugunu
diigiinmektedir. Bu 6nsel bilgi ile asansoriin ¢aligir olmasi 6 doga durumu igin 0.8 ve asansoriin
bozuk olmasi 03 doga durumu i¢in 0.2 agirhiklarin olasilik olarak degerlendirip kullanarak belirlenen

bir a sade eylemi i¢in beklenen kayip hesaplanabilir.

l(@i,aj)

aq as Onsel Beklenen Kayip
01 0 1 0.8 E(l(0,a1)) =1.2
0 6 5 0.2 E(l(0,a3)) =1.8

Ornegin, ay sade eyleminin rasgele doga durumu altinda beklenen kaybi

E(Z(O, ag)) = 0.8[(91, ag) + 0.2[(92,&2) =1.8

olarak hesaplanacaktir.

Gosterim igin not. Rasgele doga durumlar: igin kullanilacak gosterim ve terminoloji rasgele
degigkenlerde oldugu gibidir. Bundan sonraki konularda doga durumlarinin uzay1 ©’nin alt kiimelerinden
biri ile tanimlanmasi rasgele bir olay olarak degerlendirilecek ve doga durumu rasgeleligi gostermek
tizere koyu harfle § gosterile- cektir. © = {61,065, -} gibi sayilabilir doga durumunun oldugu bir
karar probleminde bulunulacak doga durumu 6; dogal ya da sayma sayilariyla ile gosterildiginde
Oornegin 61 = 1, f; = 2 v.b. doga durumu kesikli deger alan bir rasgele degigken olarak tanimlanacaktir.
Sayilamaz sonsuzlukta doga durumunun bulundugu bir karar verme probleminde de gosterimde reel
sayilar kullanilacak, kesikli yada stirekli degerler alan doga durumu rasgele degigkeni i¢in olasilik
dagilimi onsel dagulim olarak adlandirilacaktir. Verilecek 6rneklerde doga durumlarinin sonlu sayida
olmasi nedeniyle 6; € © olmak iizere i doga durumunda bulunma olasihg icin P(@ = 6;), P(0 = i)
veya p(6;) gosterimlerinden biri yazim kolayligr gozetilerek kullanilacaktir. Kesikli doga durumlar
i¢in olasilik fonksiyonu g(6;) = P(0 = 6,) ile gosterilecektir. Bu gosterime gore olasilik fonksiy-
onu icin g(¢;) > 0 ve >4 g g(0;) = 1 oldugu; 6'nin mutlak siirekli oldugu durumda da toplama

igsaretinin yerini integral isaretinin alacagi hatirlanmalidir.
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Tanim. ¢ (0) doganin durumlar igin verilen bir 6nsel dagilimi gostermek iizere, verilen bir sade a

eyleminin sonucu olan kayip [ (6, a) rasgele bir degiskendir ve beklenen degeri

B(a)= Y g(6:) l(6:,a)
6,0
a eyleminin Bayes kaybi, Bayes kayiplarini enaz (minimum) yapan eylem ya da eylemlere de

Bayes eylemi adi verilir. B(a*) = min B(a) saglayan a* bir Bayes eylemidir.
a

A kiimesindeki tiim sade eylemlerin sayisi m olmak tizere a p = (p1,p2, D3, . . ., Pm) olasiik dagilim

ile belirlenen bir karma eylem olsun. Verilen bir 6 € © igin bu eylemle beklenen kayip

E(l(6,a) =Y _p;1(8,4;)
j=1

dir. a karma eyleminin belirlenen (verilen) g(6) 6nsel dagilim kullanilarak Bayes kaybi

B(a) = Y g(6:) E((6:,a))
=1

= Zg(@i) ij 10, a;)

olarak hesaplanacaktir. Buradan da goriilecektir ki verilen 6nsel dagihm altinda a karma eyleminin
Bayes kayb1 B(a) p = (p1,p2,pP3,---,Pm) olasiik dagilminin bir fonksiyonudur. Bu durumda
karma bir eylemin Bayes kaybimi B(a) yerine B(p) olarak gostermek uygun olacaktir ¢iinkii karma
eylemler olasilik dagilimlarina gore birbirlerinden ayirt edilebilirler. Bu durumda Bayes ilkesinin
kullanildig: bir karar probleminde Bayes eyleminin belirlenmesi tiim eylemler arasinda Bayes kaybi
en kiiciik olan bir a karma eyleminin saptanmasi oldugu kadar Bayes kaybini en kiigiik yapacak
p = (p1,p2, D3, - - -, Pm) Olasilik dagihiminin ya da pq, pe, . . ., pm—1 olasiliklari- nin saptanmasi olarak

da tarif edilebilir.
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Ornek (Asansor problemine devam). Onsel olasiliklar w € [0, 1] olmak iizere g(6;) = w, g(62) =

1 — w tamimlansin. a; eyleminin Bayes kaybi
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dir.

Benzer olarak as eylemi igin Bayes kayb1 B(as) = 5 — 4w olarak hesaplanir. Sekil’deki gizimden de
bunlarin dogru pargalarina ait ifadedeler oldugu goriilebilir. Bu dogru pargalar1 birbirini w = 0.5
oldugunda keserler. Cizimden de anlagilacagi gibi w < 0.5 oldugunda as sade eylemi, w > 0.5
oldugunda ise a; sade eylemi en kiigiik Bayes kayibm verirler. w = 0.5 ise bu iki eylemden

hangisinin yapilacagi énem tagimamaktadir.

l(ﬁj,ai)

91 92 B(az)
ai 0 6 6 — 6w
as 1 5 5 — 4w
9(6;) w l-w

w’nin kiigiik olmas1 asansoriin galigiyor olmasi olasiliginin kii¢iik olmasidir, durum bu ise a5 eylemine
karar verilmesini makul (akilc) kilar. 6te yandan biiyiik bir w olasiligi asansoriin ¢aligma olasiliginin

yiiksek olmasi; Bayes eyleminin de a; olmasim ifade edecektir.

Ornekte oldugu gibi sadece iki doga durumuna sahip, sonlu sayida a sade eylemlerinin oldugu bir
karar problemi i¢in de Bayes kayb1 B(a) = Zle g(0;) 1(6;,a), verilen g (6;) onsel dagilimu ile elde
edilir; B(a) yukaridaki gosterimle w olasiigimin dogrusal fonksiyonlar1 olur. Verilen bir w degeri igin
her bir a sade eylemine iligkin B(a) degerleri grafik kullamlarak tespit edilebilir. Grafik iizerinden

hangi w oOnselleri igin hangi a sade eyleminin ya da sade eylemlerinin Bayes eylemi olacag1 gorsel
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4.0

w < 0.5 igin ag sade eylemi

Bayes eylemidir.

B0f=== == — - mmmmmmmmmmm— - - - - (0.5, 3.0)

B(a;)

w > 0.5 icin aj sade eylemi

Bayes eylemidir.

Sekil 2.6: Asansor probleminde (w, 1 — w) 6nsel dagihmi ile sade eylemlere iligkin Bayes kaybi.

olarak belirlenebilir.

Bir karar probleminde eylem uzaymdaki tiim sade eylemlerin sayisi m olmak tizere bir p = (p1,p2, ..., Pm)

karma eylemi i¢in Bayes kaybu:

B(p) = Zg( Zle’ﬁaj

= ij (Zg ozva] )
= ZP;‘B(%)
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dir. Birinci egitlikteki parantez i¢cinde yer alan toplam karma eylemin beklenen kaybini gostermektedir.
Ikinci esitlikte parantez icinde yer alan > i1 9(0:)1(0;,a;) toplami a; sade eyleminin g(6;) 6nsel
dagilim altinda B(a;) Bayes kaybindan bagka bir sey degildir. O halde karma bir eylemin Bayes
kaybi sade eylemlerin Bayes kayiplarinin konveks kombinasyonu olarak elde edilebilir.
Sade eylemlere iligkin Bayes kayiplar1 verildiginde tanimlanmig karma bir eylemin Bayes kaybi ko-

layca elde edilebilir.

Iki doga durumunun bulundugu karar problemlerinde R?’de (L1, L) diizleminde Bayes eyleminin
belirlenmesi grafiksel olarak yapilabilir. Asagidaki grafikte Lq, herhangi bir eylemin #; durumunda
beklenen kaybi, Lo, 6 durumunda beklenen kayiplarini gostersin. Verilecek 6rnekte sade eylem
sayisi ikidir ancak agiktir ki doganin iki durumu var oldugunda herhangi bir sayida(érnegin m

tane) sade eylemin bulundugu bir karar problemi i¢in grafik yontemi kullanilabilir.
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