IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta VIII

Ders 1 : Doganmn Belirsizliginde Bayes Ilkesi I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalibs UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyary: Bu ders notlar: formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanwn iznini gerektirir.

Ornek. (Asansor problemine devam) Herhangi bir karma eylem p = (p, 1 — p) i¢in beklenen
kayip E(l(61,a)) = L1 = p.0+1.(1—p) = 1—p, E(I(02,a)) = Ly = 5+p olacaktir. Doganin durumu
i¢in 6nsel dagihm g(6;) = 0.8, g(f2) = 0.2 olmak iizere herhangi bir karma ya da sade eylem igin
Bayes kaybu:

B(p) = 08L1 + 02L2

dir. Verilen bir sabit ¢ degeri i¢in B (.) = ¢ oldugu eylemlerin tiimiiniin kiimesi (L1, Lo) noktalarinin

diizleminde

08L1 + 02L2 =cC

dogrusu iizerinde yer alacaktir. S6z konusu dogru pargasinin egimi —0.8/0.2 = —4 diir. Asansor
probleminde iki sade eylemle olugturulan konveks kabugun bir dogru parcasi oldugu daha once
gosterilmisti. Sekil grafik ile Bayes eyleminin saptanmasini gostermektedir. c¢ sabiti konveks kabuga
dogru parcasi konveks kabuga dogru otelenirken konveks kabukta degdigi ilk noktay: temsil eden

karma ya da sade eylem (ya da eylemler) Bayes eylemi olacaktir. Dogrunun konveks kabuga
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dogru otelenmesi ¢ degeri degistirilerek yapilir. Dogrunun konveks kabuga ilk kez degdigi du-
rumdaki ¢ degeri de s6z konusu eylemin Bayes kaybi1 degeridir. Minimaks eyleminin gorsel olarak
grafikle aragtirilmasinda oldugu gibi Bayes eyleminin aragtirilmasinda da dogrunun ve konveks
kabugun birer konveks kiime olduklar: unutulmamali; yiiksek boyutlarda ¢oziimiin varligi ve sayisal

yontemlerle en iyinin aragtirilmasi bu kogullara baglidir.

tiim eylemler arasindan

a1 sade eylemi Bayes eylemidir.

Ly

o
w
W~
ot
=

Sekil 1.1: Asansor probleminde (0.8, 0.2) 6nsel dagilim ile tiim sade ve karma eylemler arasindan
Bayes eyleminin grafik ile belirlenmesi.

0.8L1+0.2L5 = ¢ dogrusunda c ye deneme amach degerler verilip artirilarak a; ve as sade eylemler-
ine iligkin (1,5) , (0, 6) noktalarimin olugturdugu konveks kiimeye(dogru parcasina) yaklagtirihir. Bu-
rada grafigin faydasi bu yaklagtirmay izleyebilmek ve dogrunun kiimenin hangi noktasina degebileceginin
goriilerek konumunun saptanmasidir. Konum saptandiktan sonra analitik olarak Bayes eylemine
ait (L1, Lo) noktas: ve Bayes kayb1 bulunur. Sekil’de verilen gizime kosut olarak iglemler agagidaki

siray izleyecektir:
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1) Sade eylemlere ait (L1, L) beklenen kayip vektorlerini kullanilarak tiim sade ve karma eylemlere
ait (L1, Lo) noktalarini igeren konveks kabuk olugturulur. Asansér 6rneginde ug noktalarimin a; ve

ay sade eylemlerine ait (L(61,a;), L(02,a;)) noktalarimin oldugu dogru pargasidir.

2) Herhangi bir eylemin verilen 6nsel dagilim altinda Bayes kayb1 tanimim uygulayarak Bayes kayb:
ifade edilir. Verilen 6rnekte bu B(a) = B(p) = 0.8L1+0.2Ly dir. Egimi 6nsel dagilimca belirlenmig
olan bir dogruyu tanimlar. Bu herhangi bir ¢ degerine esit olacaktir ve 0.8L; + 0.2Ls = ¢ daha
énce R%’de bir dogrunun ax + by = c seklindeki bir ifadesidir. ¢ artirilip azaltilarak dogru yukar:

dogru veya agag1 dogru kendine paralel olarak 6telenebilir.

3) Ik denemede ¢ = 0.4 secilmistir ve 0.8L1 +0.2L, = 0.4 dogrusu Sekil’deki cizimde gosterilmistir.
Dogrunun cizimi iki sekilde de yapilabilir. Ilki 0.8L; + 0.2L, = 0.4 dogrusunun L, = 2 — 4L,
olarak ifade edip L;i’e degerler vererek c¢izmektir. Digeri 0.8L; + 0.2Ls = 0.4 igin 6nce L1 = 0 iken
Lo = 2 oldugunu hesaplayip R*’de bir dogruyu tanimlamak igin gerekli noktalardan birini (0, 2)
elde edilir. Sonra Ly = 0 iken L; = 1/2 oldugunu hesaplayip R?’de bir dogruyu tanmimlamak icin
gerekli noktalardan ikincisi (1/2,0) elde edilir. Bu iki noktadan gegen dogru yine ilk elde edilen
dogruyla ayni olacaktir. Bu agamada ne ¢ = 0.4 secilmesi ve Ly ve Ly’ verilen degerler ozeldirler,

herhangi bir gekilde belirlenebilirler, daha az sayida deneme yapmak deneyim gerektirir.

4) 0.8L1 + 0.2Ly = 0.4 dogrusunun yukar1 dogru otelendiginde ilk kez konveks kabuk tizerindeki
ay sade eylemini temsil eden (0,6) noktasma degecegi goruliir. Bu nokta ile 0.8L; + 0.2Ls = ¢
dogrusunun ¢akigmasi dogrunun L; = 0 ve Ly = 6 noktasinin dogru tizerinde yer almasi ile ifade
edilir: 0.8 x 04+ 0.2 x 6 = 1.2. O halde 6nsel dagilimca egimi belirlenen 0.8L; + 0.2L5 = ¢ dogrular:

icinde 0.8L1 4+ 0.2L5 = 1.2 dogrusu konveks kabuga ilk kez degen dogrudur.

5) Verilen ¢nsel dagilim altinda (L1, L2) = (0,6) noktas: ile tanimlanan a; sade eylemi Bayes

eylemidir ve Bayes kayb1 B(a;) = 1.2 dir.

Kayip fonksiyonu ve minimaks ilkesi kullanilarak belirlenen minimaks eylemi ile ile pigmanlik
fonksiyonu kullanilarak elde edilen minimaks eyleminin her zaman ayni olmayacagindan s6z edilmisti.

Kayip veya pismanlik fonksiyonunun Bayes ilkesi ile kullanilmasi ile belirlenen Bayes
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eylemlerinin her zaman ayni oldugu goriilebilir. Verilen g(#) énsel dagihm altinda bir a; sade

eylemi i¢in kayip fonksiyonu [(6;, a;) yerine
7(0;,a;) = (6, a;) —min (0;, a)

pismanlik fonksiyonu kullanilarak Bayes pismanlig:

m

E(r(0,a;)) =>_ g(6:)r(0:, ;)

i=1
olarak tamimlanabilir. Bu ifadede pigmanlhk fonksiyonun tanimi yerine konularak

m

E(r(6,a7)) = E(U(6,a;)) — 3 g(6;) min 1(6;, 0)

i=1

elde edilir. Burada ) .-, g(@i)main [(0;,a) terimi a;’ye degil her 6; igin mgn 1(0;,a) degerlerine
baghdir ve sabittir. Sade bir eylemin Bayes pismanligi E(r(6,a;)) ile sade bir eylemin Bayes
kayb1 arasindaki fark >0, g(6;) main 1(6;, a)kadar olacaktir ve a;’den bagimsiz sabittir. Boylelikle
kayip fonksiyonuna gore en kii¢iik kaybi saglayan eylem pigsmanlik fonksiyonuna gore de en kiigiik
pismanlig1 saglar; x;, ¢ eyleminin kayip degerini ve x; + ¢ ¢ eyleminin pigmanlik degerini gostermek

lizere min{xy, xa,...,Tm} = @, min{x; + ¢,z2 +¢,..., Ty + ¢} =z, + c dir.
x; x;+c

Not. Bayes pismanligi i¢in yeni bir notasyon kullanilmadi, yeri geldiginde Bayes pigmanlig1 vurgusu

yapilacaktir.

Ornek. Asgagidaki kayip fonksiyonuna sahip karar verme problemi dikkate alinsin.

l(@i,aj)
ay as as minl@;,q)
01 2 5 3 2
) 3 1 5 1

Burada pismanliklar her a sade eylemi ve iki doga durumunda r(61,a) =1 (01,a) — 2 ve r(03,a) =
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I (62,a) — 1 olarak hesaplanacaklardir. g(f) 6nsel olasiik dagilimina gore Bayes pigmanlig: :

E(T(aaal)) = Z 97,7(11
9(01)(U(01, a1) — 2) + g(02)(1(02, a1) — 1)

= B(a1) — (29(61) + g(62))

E(r(0,az2)) = B(az) — (2g9(61) + g(62)) ve E(r(6,a3)) = B(as) — (29(01) + g(02)) benzer olarak elde
edilir. B(a;),i = 1,2, 3 arasindan hangi eylem verilen 6nsel dagilimla Bayes eylemi ise pigmanliklara

dayali Bayes eylemi de bu eylem olacaktir.

Ornek. Karadeniz’de bir yerlesim yerinde havanin iki durumu vardir. #; havamn agik ve giinesli
olmasini, f3 havanin yagmurlu olmasini géstersin. Buralar1 gezmekte olan Turist Omer’in ise hava

durumu karsisinda ii¢ sade eylemi vardir:

a1: Acik ve glinegli havaya uygun giyim,as: Yagish hava durumunda sadece iistiiniin 1slanmamasini
saglayabilecek bir yagmurluk giyinmek ve az: Yagmurluk, bot, yagmur sapkasi ve gemsiye alarak

tam olarak yagmurlu havaya hazirlikli giyinmek. Turist Omer’in kayip fonksiyonu da agagidaki

gibidir:
l(é)l ,aj)
aq a9 as
01 0 1 3
0 5 2

Bulunulan y6rede havanin durumuna iligkin 6nsel dagilim bu giine kadar deneyim ve gozlem sonucu
olarak P (0 =#6,) = 1/3, P(0 =6,) = 2/3 oldugu diisiiniilmektedir. Sz konusu karar verme
problemi i¢in tiim sade ve karma eylemler arasindan grafik kullanilarak Bayes eylemi belirlenmek

istensin.

0; doga durumunda herhangi bir a karma eylemi igin beklenen kayip L; = L (;,a) olmak lizere

Ly = E(I(61,a)) = 0.p1 +p2 + 3ps3
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Ly = E(l(&g,a)) = 5p1 + 3p2 + 2ps3

olacaktir. Bilindigi gibi a = ajsade eylemi (1,0,0) dagilimi , a = as eylemi (0,1,0) dagilimi ve
a = az eylemi (0,0,1) dagilmu ile ifade eder. Herhangi bir karma eylem p = (p1,p2, p3) olasilik
dagilimiyla ve verilen 6nsel dagilim icin bu eylemin Bayes kaybi

1 2
B(p) ==L —L
(p) 3 1+3 2

olarak ifade edilecektir. Biitiin sade ve karma eylemlere ait (L1, Ly) noktalarindan olusan en kiigiik

konveks kiime iig sade eyleme iligkin (L1, Lo) noktalarimin konveks kabuk Sekil’de oldugu gibidir.

Lo

Sekil 1.2: Turist Omer’in karar verme probleminde 6nsel dagilim (%, %) oldugunda Bayes eyleminin
grafikle belirlenmesi.

Grafikten de gorildiigi gibi a,veya as sade eylemleri ile bu eylemlerin herhangi bir karmasi verilen
onsel dagilima gore birer Bayes eylemidirler. Bayes eylemlerinin kaybi da 7/3 dur. Ornegin a,ve as
eylemlerine kargilik gelen noktalar birlegtiren dogru pargasi iizerinde temsil edilen [a1, a2, as](0,2/5,3/5)

eylemi bir Bayes eylemidir. Bu eylemler i¢inden bir sade eylem secilirse uygulama da kolaylagir;
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Bayes eylemlerinin uygulama kolayliklarindan birisi de budur.

Bu durum soyle aciklanabilir. Bayes eylemini belirleme amaciyla ¢izilen dogru pek ¢ok 6nsel dagilim
icin konveks kiimeye ilk kez bir sade eylemi temsil eden koseye degecek veya goreli olarak az da olsa
bu dogru bazi 6nsel dagilimlar icin konveks kiimenin bir sinirini olugturan dogru pargasina parelel
olacak ve tam olarak bu dogru pargasina yapigacaktir. Dolayisiyla bu dogru pargasinin uclarinda
yer alan sade eylemler de tipki bunlarin herhangi bir karmasi gibi bir Bayes eylemi olacaktir, ayni

Bayes kaybina sahip olacaktir.

Doganin sadece iki durumunun oldugu Turist Omer probleminde verilen herhangi bir ¢ (6,) =
w, g(02) = 1 —w onsel dagilim i¢in yalmzca sade eylemlerin Bayes kayiplar1 goz oniine alinarak
bunlardan hangisinin ( ya da hangilerinin) Bayes eylemi olabilecekleri yine bir grafik ile saptanabilir.

Sade eylemlerin Bayes kayiplari:

B(a1) = Z 9(0:)1(0:,a1)

= w0+(1—-w)b
= —-dw+5
ve benzer olarak B(az) = —2w + 3 , B(az) = w + 2 bulunur. Her birinin Bayes kayb1 &nsel

dagilimin (dogrusal)bir fonksiyonudur; bu fonksiyonlar aym diizlemde asagida Sekil’de oldugu gibi

gosterilebilirler.

Daha once de deginildigi gibi Sekil’de dogrusal fonksiyonlarla olusturulan ve kalin ¢izgilerle belir-
lenmis bir fonksiyon zarfi goriilmektedir. Kalin gizgiler tizerindeki (w, B(a)) noktalar kiimesi iki
doga durumu ile tanimlanan karar probleminde verilen (w,1 —w) 6nsel dagihm altinda B(a) Bayes

kayb1 en kiigiik olan a eylemlerini de belirtmektedir.

Sekilden w € [0,1/3] oldugunda as, w € [1/3,2/3] oldugunda as ve w € [2/3,1] oldugunda ise a;

eylemi Bayes eylemi olacaktir. 6rnegin, w = 1/3 oldugunda karar verici as ve az sade eylemlerinden
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Sekil 1.3: Turist 6mer probleminde sade eylemlerin degisik onsel dagilimlara gore Bayes kayiplari.

birini belirleyebilir. Bunlarin yaninda bu sade eylemleri rasgelelegtirdigi bir bagka eyleme de karar

verebilir.

Buraya kadar sadece iki doga durumunun dikkate alindigi 6rnekler iizerinde duruldu. Buraya
kadar sunulan anlayig kullanilarak herhangi k tane doga durumunun yer aldigi bir karar prob-
lem ele almabilir, ancak problemin geometrik olarak coziimlenmesi giiclesecektir. Ornegin k = 3
oldugunda Bayes kararinin belirlenmesinde kullanilan dogru yerine bir diizlem ayirt edici diizlem
olarak kullanilacak, minimaks kararinin belirlenmesinde kullandigimiz karesel konveks kiime yerini
bir kiip alacaktir. k > 3 oldugunda da yapilabilirse boyut indirgenerek problem gorsellestirilip

¢oziilmeye caligilacaktir; geometrik ¢oziim arayiginin siirh oldugu goriilecektir. k£ > 3 oldugunda
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karar problemlerinin ¢oziimlenmesi ayirdedici diizlem teoreminin kogullari altinda -¢6ziimlerin var
oldugu garantisi altinda - analitik olarak, ¢cogu durumda sayisal ¢oziim yontemleri kullanilarak

yapilabilmektedir.
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Ders 2 : Kabul Edilebilirlik ve Karar Verme Ilkeleri I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Iki doga durumunun oldugu karar verme problemlerinde biitiin sade ve karma eylemlerin kiimesinin
bir konveks kiime oldugu biliniyor. Minimaks kararin veya Bayes kararinin belirlenmesi problem-
lerinde bu kiimenin sade yada karma eylemleri temsil eden kimi elemanlarinin hicbir zaman, ¢éztime
konu olamayacagi ve bu nedenle kullanilamayacag1 dikkati ¢ekmis olmalidir. Nedeni de agik gibi
gorliniiyor: Biitiin doga durumlarinda kayiplart bu eylemlerin kayiplarindan daha kiigiik kayba

sahip eylemler varken bu eylemlerin kullanilmasi kabul gormez.

10
L,

9,,

Ly
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 2.4: Iki doga durumunda sade eylemlerle olugturulan tipik bir konveks kabukta yer alan kabul
edilebilir eylemler koyu cizgiler iizerinde (L1, L2) noktalariyla temsil edilen eylemlerdir.

Asgagidaki tanimlamalar bu konuda verilecek kavramlari igevuruklagtirmak igin kullanilacaktir. Tanimlar
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k tane doga durumunun yer aldigi bir karar problemi dikkate alinarak yapilacak, a, a* eylem

kiimesinde yer alan sade ya da karma herhangi iki eylemi gosterecektir.

Tanum. a, a* eylem kiimesinde yer alan herhangi iki eylem olsun. L (61,a) < L (01,a*), L (02,a) <
L(02,a"), L(03,a) < L(03,a%), ..., L(0k,a) < L(0k,a*) ise a eylemi en az a* eylemi kadar

iyidir (at least as good as) denilir.

Tanim. L(61,a) = L(b1,a"), L(03,a) = L(02,a*), L(03,a) = L(03,a"), ..., L(Ok,a) =

L (0k,a*) ise a eylemi a* eylemine denktir denilir.

Bu tamimlama ile birlikte bir hatirlatma uygun olacaktir. Eger iki eylem denk iseler bu eylemler

tanimlama olarak farkli olsalar da R¥ de ayni nokta ile temsil edileceklerdir.

Tanim. a en az a* eylemi kadar iyi ve a*eylemine denk degilse a eylemi a* eylemine baskindir

denilir.

Tanim. a eylemine baskin bir eylem yoksa a kabul edilebilir bir eylemdir denilir.

Kabul edilebilir sade yada karma eylemler biitiin eylemlerin kiimesi olan konveks kabugun sinir
noktalarinin bir pargasidir. Sinir noktalarimin bu parcas: sinirin kabul edilebilir parcgas: olarak

adlandirilacaktir.

Karar verici hangi karar verme ilkesini kullanirsa kullansin verecegi karara konu olan eylem kabul
edilebilir eylemlerden biri olamasi beklenir. Minimaks ve Bayes ilkeleri kullanilarak elde edilen
eylemler bu ozellige sahiptirler. Karar verici kararini sadece kabul edilebilir eylemlerle sinirlayarak
da verebilir. Bu ¢ogu kez makuldiir, fakat bazen karar verme probleminin yapisindan gelen sorunlu
(pathological) durumlarla karsilagmak nadiren de olsa s6z konusudur. Konveks kiimenin sinir nokta-

lar1 bu kiimeye dahil olmaz ise asagida verilen 6rnekte oldugu gibi boyle bir durumla kargilagilabilir.

Ornek. Sade eylemlerin uzay1 A = {aj,as,as,...} sayilabilir sonsuz sayida eylemleri igersin,

© = {61, 65} olsun. Kayiplar da
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L(@l, (11) = L(@Q, (11) = 1
1
L(01,a2) = L(62,a2) = 3
1
L(Gl, ag) = L(HQ, ag) = §

| =

L(01,a;,) = L(02,a;) =

olsun. Bu eylemlerin her iki doga durumundaki kayip degerleri Sekil’de gosterilmigtir. Konveks
kabuk (0,0) noktasindan (1,1) noktasina ancak (0,0) noktasini igermeyen dogru pargasidir. Bu
kiimede (0,0) noktasina istenildigince yaklagilabilir ama bu noktaya ulagilamaz- boyle bir eylem
yoktur- dolaysiyla bulunacak herhangi bir eyleme baskin (0,0) noktasina daha yakin bir bagka

eylem vardir, fakat kabul edilebilir bir eylem yoktur.

Soru. Kabul edilebilir iki eylemin herhangi bir karmasi olan eylem her zaman kabul edilebilir

midir? Iki durumun oldugu bir karar problemi icin grafik iizerinde gosteriniz.
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Sekil 2.5: Kabul edilebilir bir eylemin bulunmadigi bir karar problemi. Konveks kabuk tizerinde
birka¢ sade eylemin konumlar1 gosterilmigtir
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