IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta IX

Ders 1 : Kabul Edilebilirlik ve Karar Verme Ilkeleri II

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyar1: Bu ders notlar formal yaywnlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadur.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Kullanilan minimaks ve Bayes yontemlerinin kabul edilebilirlik bakimindan yiizeysel bir degerlendir-
mesini yapmak karar verme problemlerinde ve ileride incelenecek istatistiksel karar verme siirecinde

goriigleri de zenginlesgtirecektir. Bunun i¢in Chernoff ve Moses’dan 6zet olarak gunlar aktarilabilir:

Kabul edilebilir her eylem belirli bir 6nsel dagilim i¢in bir Bayes eylemidir. Bu, iki doga
durumun oldugu bir karar verme problemine iligkin, Sekil’de verilen tipik bir ¢izim dikkate alinarak
goriilebilir. Bu ¢izimde C' biitiin sade ve karma eylemlerin yer aldigi simirli ve kapali bir konveks

kiimeyi , T yine bir bagka konveks kiimeyi gbstersin.

Kabul edilebilir v eylemine ait beklenen kayiplar (L1, L3) olsun. w € C' , u ¢ T olup u, T nin bir
simir noktasidir. Bu noktadan gecen iki kiimeyi ayirt edici bir dogru vardirve bu dogru kesinlikle
u noktasindan gegmelidir (yiiksek boyutlarda da ayirt edici diizlem teoreminin bir sonucudur). O
halde bu dogru hem C hem de T kiimesinin destek dogrusudur. Séz konusu dogru yatay, dikey
veya negatif egimli olabilir. (Sekilde yapilan ¢izim ve genel olarak iglenilen konular boyunca verilmig
olan konveks kiimelerin konumlariyla da uyumlu bir ifadedir!). Her ti¢ durumda da aL; + bLy = ¢
dogrusunda a, b sabitleri ancak ayni igaretli olabilirler dolayisiyla a + b # 0 ve bu toplam a, b’nin
isaretine sahiptir. Ayrica alL; + bLy = ¢ dogrusunun katsay1 ve sabitlerini aym say ile 6lgeklemek
dogruya ait noktalarin kiimesini de degistirmeyecektir. Bu nedenle dogrunun sabit ve katsayilar

a + b ile boliniirse
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Sekil 1.1: Iki doga durumunun oldugu bir karar verme probleminde u noktastyla temsil edilen kabul
edilebilir bir eylemin bir (w1, ws) énsel dagilimi igin Bayes eylemi oldugunun gosterimi.

a b c
Ly, Ls) :alL blLy = ={(Ly,L>): L Lo =
{(L1,L2) : aLq +bLy = ¢} = {(L1, L2) pa— 1+a+b2 a—l—b}

oldugu goriiliir.

Aym isaretlilikten dolay1 a/(a+b) > 0 b/(a+b) > 0 ve a/(a+b)+b/(a+b) = 1 olacaktir. a/(a+b) =
wy, b/(a+b) = ws ve ¢/(a+b) = ¢ olarak adlandirilirsa dogrunun ifadesi wy Ly + we Lo = ¢ olarak
yazilacaktir. Bu dogru 6nsel dagilmi (wq,ws) olan karar problemine iligkindir ve ¢/ u noktas: ile
temsil edilen Bayes eyleminin kaybi olacaktir. Bayes kaybi (w1, w2) 6nseli igin bir minimumdur, bu
noktanin solunda ve altinda C' ye ait bir bagka nokta yoktur. Yukaridaki sonucu veren soru diger

yonde "Her Bayes eylemi kabul edilebilir midir?” olarak sorulabilir.

Bazi durumlar goz ardi edilirse soruya olumlu cevap verilecektir. Daha agik olarak: Onsel olasilik-
larin w; > 0 ve wy > 0 oldugu her Bayes eylemi kabul edilebilirdir. Onsel olasihiklarin
hepsinin de sifirdan farkli olmalar1 gerektigine dikkat edilmelidir. Yine iki durumlu bir karar verme

problemi ele alinarak cevap dogrulanacaktir.

Bunu gostermek icin 6ncelikle herhangi bir eylemin doganin biitiin durumlar: igin ”en iyi” olamay-

acagl ve benzer olarak herhangi bir eylemin doganin biitiin durumlar i¢in ”en kotii” olamayacag:
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kabul edilmelidir. ug, R? de bir ay eylemine iligkin beklenen kayip vektoriinii gostersin. Eger bir
(w1, wsz) O6nsel dagilimi igin ap bir Bayes eylemi ise bu eylem i¢in C konveks kiimesinin noktalari

arasindan birine (ya da bazilarina) karsilik gelen bu eylem igin

’lUlLl + w2L2 =C

en kii¢iik olmahdir. wy # 0 ve wy # 0 oldugunda negatif egimli olan bu dogru ilk kez C' kiimesine
deginceye dek otelenmis, yani dogru kendine parelel olarak yukariya dogru kaydirilmigtir. C' nin
biittin noktalar1, bir destek dogrusu olan bu dogrunun degdigi bu nokta ya da noktalar kiimesinin
(L1, Lo) elemanlarina baskin olamaz; destek dogrusu (diizlemi) {izerindeki hi¢ bir noktaya baskin
degildir. O halde bu tiir bir eylem ya da eylemler kabul edilebilirdirler. w;,ws den biri 6rnegin

wy = 0 olsayd1 bu sonug ¢ikarilamazdi, bu durumda bulunacak Bayes eylemi i¢in

wlL(6‘1, a) + ’LU2L2(92, a) = L(91, a)

olmalidir. Diger taraftan w; = 0 olmasi1 durumunda da bulunacak Bayes eylemi kabul edilebilir

olacaktir. Bu saptamalara iligkin ¢izim Sekil’de verilmistir.

*ast

L1(61,a) dogrusunun C kiimesine ilk kez degdigi noktalar arasinda sadece en agagida a noktasi

ile temsil edilen eylem kabul edilebilirdir. Diger Bayes eylemleri kabul edilebilir degildirler.

Diger bir sonug ise bir minimaks eylemin belirli bir (w;,ws) 6nsel dagilim i¢in bir Bayes

eylemi olmasidir.

Bazen bir minimaks ¢6ziim doganin durumlar: igin kayiplarin esit oldugu Bayes ¢oziimleri arasindan

belirlenerek elde edilebilir:

g (0) 6nsel dagihmina iligkin karma Bayes eylemi p* = (p3, p}, . .., p},) olasiik dagilimi ile tanimlan-

mig olsun. Bu karma eylemin beklenen herhangi bir bir doga durumu 6 icin kayip fonksiyonu
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10 #
Lo

Ly
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 1.2: Iki doga durumunda sade eylemlerle olusturulan tipik bir konveks kabukta yer alan kabul
edilebilir eylemler koyu cizgiler iizerinde (L1, Lo) noktalariyla temsil edilen eylemlerdir.

m

L(0,p") = E(L(0,p%)) = Y _ 1(0,a:)p;

=1

degeri her 6 icin degigmiyorsa (sabitse) p* bir minimaks eylemidir:

p* bir Bayes eylemi ise Bayes kayb1 B(p) = > ", g(6;)E(1(6;,a)) diger ifadeyle

icin

B(p*) = min B(p) < B(p)
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L,

Ly

Sekil 1.3: Onsel dagihimda wy, wy olasiiklarmdan wy = 0 oldugunda belirlenecek her Bayes eylem
yvada eylemlerinin kabul edilebilir olmayacagi; w; = 0 oldugunda da Bayes eyleminin kabul edilebilir
olacagina 6rnek.

yazilabilecektir. Buradaki yaziligta minimaks biitiin karma ve sade eylemler i¢cinden bulunmaktadir.
L(6, p*) bir sabit oldugundan

B(p*) = L(8,p")

olacaktir. Diger taraftan herhangi bir p eylemi igin B(p), L(0, p) nin beklenen degeridir ve beklenen

deger, L(6, p)nin alacag degerlerin, L(61,p), L(02,p), ... en biiyligiinden bliylik olamayacagindan

B(p) < max L(6, p)

olacaktir. Herhangi bir p i¢in dogru olan zaten bir en kii¢lik olan Bayes eylemi p* icin de dogru

olacaktir ve B(p*) = L(6,p*) oldugundan

L(0,p*) < max L(6,p)

dir. Her iki tarafin en kii¢iigii biitiin sade ve karma eylemler tizerinden bulunursa son esitsizligin p
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Ly

s
s

Sekil 1.4: Bir minimaks eylem belirli bir énsel dagilim icin bir Bayes eylemi olarak ifade edilebilir.
Bayes eylemleri iginden L; = Ly olan a* karma Bayes eyleminin ayni1 zamanda bir minimaks eylem

oldugu gorilmektedir.

ye bagl olmamasi nedeniyle

L(#,p") < min max L(6,p)

p

elde edilecektir ve min max L(0, p) minimaks kayb1 olacaktir. L(0,p*) sabit oldugun- dan

p

L4,p*) = meaxL(H,p*) > minmaaxL(Q,p)
P

olacaktir. Esitsizlikler iki tarafli olarak dogru oldugundan p* eyleminin bir minimaks eylemi oldugu

goriilmiig olur.
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Ders 2 : Rasgele Gozlemlerle Karar Vermeye Girig

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Bir karar verme probleminde doganin durumu ile ilgili oldugu diisiiniilen rasgele gozlemler veri
olarak adlandirilacaktir. Elde verinin olmasi halinde verinin olmamasi haline gore karar vermekle
olugsan beklenen kaybin daha az olacagi goriilecektir. Bununla birlikte elde verinin olmasi duru-
munda da veri olmadan alinan karar verme adimlar: izlenecek ve benzer kavramlar kullanilacaktir.
Coziimleme yaparken izlenebilecek yollardan biri, elde veri varken ¢ozlimlenecek karar problemini
gorece daha basit olan elde veri olmadan ¢oziimlemesi yapilabilecek karar problemine doniigtiiriil-

mesidir

Verinin gozlemlendigi yiginin, olasilik dagilimini belirleyen doganin durumudur; diger bir deyisle
doganin durumunun rasgele gozlemlerle iligkilidir. X 6rneklem c¢api 1 olan bir érnekleme ait ras-
gele degiskeni gosterecegi gibi X = (X1, Xs, X3,...,X,,) olan n ¢aph bir 6rnekleme ait rasgele
degiskenler dizisini veya rasgele vektoriinii gosterecektir. Doganin durumu 6 € © olmak iizere ras-
gele bir olguya ait F olaymin olasihigy Py(FE) ile gosterilecektir. Benzer olarak X kesikli rasgele
degiskeni icin olasilik fonksiyonu

f(x;0) = Py(X =x)

X = (X1,X2,X3,...,Xp) icin de f(x;0) = Pp(X = x) gosterimi kullamlacaktir. Bu durumda sz

konusu gosterim

f(x171'2,1'3,~~,xn;9) :PQ(Xl :xleQ :x27X2 :x27X3 :xl’n"'vXn :xn)

anlamim tagiyacaktir. f(x;6) olasilik fonksiyonunun verildigi veya bilindigi varsayila- caktir.

Ornek. (Asansor problemi) Her katta asansore iligkin iki lambali bir 11k panosu vardir ve yanan
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1siklarin sayisi rasgeledir ve asansoriin galigma durumuyla iligkili oldugu diigiiniilmektedir. Veri,

yanan 11k sayis1 X rasgele degiskenidir ve 81 ve 05 doga durumlarinda agagidaki dagilhima sahiptir:

X=uz 0 1 2
Py (X =x) 0.6 0.3 0.1
Py, (X =x) 0.1 0.4 0.5

Not 1) Yanan 191k sayisina cegitli anlamlar yiiklenebilir. X = 0 oldugunda hi¢ kimse asansorii
cagirmiyor, eger X = 1 ise asansor bir kata cagrilmis olup hizmet verip vermedigi bilinmez, eger
X = 2 ise asansOr hem zemin kattan hem de birinci kattan ¢agirilmigtir, ancak 1g1g1n bir siire yaniyor
olmasi nedeni ile asansoriin galigmadig sanilabilir. 2) Yukarida verilen dagilimin nasil belirlendigi

veya bilindigi simdilik ilgi alaninin digindadar.

Veri olmaksizin karar verme problemlerinden farkli olarak verinin kullaniliyor olmasiyla bunu karar

verme siirecine katacak bir aracin var olmasi gerekir.

X = z gozleminin yapilmasi ile eylem kiimesinde yer alan bir a eyleminin yapilmasi olarak verilen

kural

a=d(X)

gibi rasgele degigkenin fonksiyonu olacaktir. d(X) fonksiyonu karar fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.

Formal olarak:
Tanim. X bir rasgele degisken veya rasgele vektor olsun.
d: X — A

x— d(z)=a

olan fonksiyona karar fonksiyonu veya istatistiksel karar fonksiyonu denilir. Karar fonksiy-

onlarmin sinifi sade eylemlerin kiimesi olacaktir.

Not. Karar fonksiyonu yerine karar kurali terimi de kullanmilabilmektedir.
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a1 =1, ag =2 vb.. veya her bir a € A bir reel sayiya karsilik tanimlanirsa karar fonksiyonu bir
rasgele degigken olacaktir. m tane sade eylemin bulundugu, A = {a1,as,...,a,} ve k degigik
deger alan rasgele degisken X in bir karar probleminde her bir X = z gozlem degerine gore bir
a € A sade eylemine karar1 verilecek olursa her degisik gozleme karsihik m eylemden birine karar
verilecek olup, k degisik gozlemle mFdegisik karar fonksiyonu tanimlanabilir oldugu goriiliir. Karar

fonksiyonlarinin sinifi bu m* fonksiyondan olusacaktir.

Ornek. (Asansor problemine devam). X r.d. z = 0,1,2 degerlerini almakta ve eylem kiimesi
A = {ai,as} oldugundan karar fonksiyonlarm sayis1 23 = 8 dir. Bu fonksiyonlar istege gore

numaralandirip asagidaki tablodaki gibi verilebilir.

X=zx dl dg d3 d4 d5 dG d7 dg

0 as a2 a2 a;p az ap a1 ay
1 as a2 ay az a1 az a1 aj
2 as a; a2 az a1 a1 az aj

Bu tabloya gore di (X) karar fonksiyonu X hangi deger gozlemlenirse gozlemlensin hep as eylemini
yapmayl , benzer olarak dg(X), X ne gozlemlenirse gozlemlensin dikkate almadan a; eylemini
yapmay1 tanimlar. dy4(X) karar fonksiyonu ise X = 0 gozlenirse a1 eylemini, X = 1 veya X = 2

gozlenirse as eylemini yapmay1 tanimlar.

Not. X rasgele degigskeninin alacagi degerlerin sayis1 k ve sade eylemlerin kiimesinde yer alan
eylem sayis1 m arttikca yazilabilecek karar fonksiyonlarinin sayisi hizla artar ve listeleme yapmak

olanaksizlagir.

Sonuglar1 rasgele eylem olan d;(X) karar fonksiyonlar1 verinin olmadigi durumdaki a; sade
eylemleri gibi birer sade karar fonksiyonlari olarak diigtiniiliir. Sade karar fonksiyonlarindan

karma yada rasgele karar fonksiyonlar: da tamimlanabilir.

k
Tamim. (p1, P2, . - ., Pk ), 2oieqy Pi = 1 olmak tizere py, di(X) karar fonksiyonunun rasgele segilmesi

olasiligl ; pa, do (X) karar fonksiyonunun rasgele secilmesi olasihigr ;,. . . ve p», d,»(X) karar
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fonksiyonunun rasgele secilmesi olasilig1 olmak tizere bir olasilik dagilimi olsun.

d(X) ~ [dl(X)adQ(X)vdS(X) s ’dmk(X)](plaPQapi% cee 7pm")

olarak tanimlanan sonuglar1 rasgele eylemler olan karar fonksiyonuna rasgele karar fonksiyonu

veya karma karar fonksiyonu denir.
Bir karma karar fonksiyonunu belirleyici olan bir (py, pa, - . . , Px ) olasilik dagilimi oldugu goriilmektedir.

Ornek. (Asansor problemi) Olasilik dagiliminin (0.1, 0.3, 0, 0.2, 0.3, 0, 0.1, 0) oldu- gu bir karma
(rasgele) karar fonksiyonu, uygun bir rasgelelik mekanizmasi kullanila- rak d; karar fonksiyonu
belirlenir. Ornegin, diizgiin ve esit yiizey alanlarma sahip 10 yiizlii bir zar tizerine iki yiizeye dy ve
yine iki yiizeye ds yazilir geri kalan her ylizeye geri kalan bir d; karar fonksiyonlar1 yazilir. Rasgele
bir atigla hangi yiizey iiste gelirse o yiizeyde yazih olan fayda fonksiyonu uygulamir. Ornegin ds
gbzlenmigse bu X = 0 veya X = 2 rasgele gozlemi yapildiginda as eylemine X = 1 gbzlenmisse aq

eylemine karar vermektir. Karma karar fonksiyonu

d(X) ~ [di(X),da(X),d3(X),.. '7dS(X)](O.l,O.?),0,0.2,0.3,0,0.1,0)

kendine denk olarak

X = 0 gozlenirse 0.3 olasilikla ajeylemine ve 0.7 olasilikla as eylemine,
X =1 gozlenirse 0.4 olasilikla ajeylemine ve 0.6 olasilikla as eylemine,
X = 2 gozlenirse 0.6 olasilikla ajeylemine ve 0.4 olasilikla as eylemine

karar verildigi bir karar fonksiyonu olarak da tanimlanabilir. Bu X = 0 gozlendiginde 0’dan farkl
olasilikara sahip dy,ds, dy, ds, d7 karar fonksiyonlar: ile hesaplanirsa py + py = 0.3 olasilikla a; ve
di1 + ds + ds = 0.7 olasilikla as eylemini yapmaktir. X = 1 ve X = 2 gozlemleri i¢in de benzer

iglemler yapildiginda yukaridaki tanimlama
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0.3 olasilikla a;veya 0.7 olasilikla as , X =0
d(X) =14 0.4 olasilikla a;veya 0.6 olasihkla ay ,X =1
0.6 olasilikla ayveya 0.4 olasilikla as , X =2

Karma karar fonksiyonuna iligkin olasilik dagilimi (0, 0, 0.1, 0.3, 0.6, 0, 0, 0) ise bu karma fonksiyon
X = 0 gozlendiginde 0.7 olasilikla as, 0.3 olasilikla a; eyleminin, X = 1 gozlendiginde 0.3 olasilikla
as eyleminin ;, X = 2 gozlendiginde 0.4 olasiliklaas eyleminin yapildigi bir karar fonksiyonunu

tanimlar.

Karar verme siirecine verinin katilmadigi durumdan farkli olarak rasgele degiskenin karar verme
siirecine katildigr durumda kayip fonksiyonu I (6, d (X)) de rasgele olacaktir; burada rasgele kayipla
s6zl edilen daha 6nce karma (rasgele) eylemlerin tiretmis oldugu rasgele kayiptan ayridir. Bu ayrim
belirli bir # doga durumu altinda herhangi bir sade a; eylemiyle yasanan [ (6,a;) kayip degeri ile
ayni doga durumu ve herhangi bir d; (X)) sade karar fonksiyonunun kullamldig1 ! (8, d; (X)) kaybinin
kargilagtirilmas: ile daha kolay anlasilacaktir. (6, a;) sabit bir deger iken [ (6,d (X)) gbzlemlenen

rasgele X = x degerine gore [ (6,d (x)) kayip degerini alacaktir.

O halde rasgele gozlemlerin karar verme siirecine katilmas: halinde kayip fonksiyonu (6, d (X)) nin
rasgele gozlenecek degerleri yerine beklenen degerinin kayiplar:1 degerlendirme siirecine katilmasi
akilc1 olacaktir. Hatirlanacak olursa, benzer yaklagim karma eylemlerin kaybinin degerlendirilmesi
sirasinda karma dagilim kullanilarak yapilmigti. Bu kez s6z konusu beklenen deger X rasgele
degiskeninin dagilimi kullanilarak elde edilecektir. Bu distincenin bir sonucu olarak risk fonksiyonu

tanimina ulagilir.
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