IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta X

Ders 1 : Risk Fonksiyonu ve Karar Fonksiyonu Secimi I

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalibv UC Berkeley EECS Bolimau nindiir.

Uyari: Bu ders notlar: formal yaynlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders disinda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Tanim. X, f(x;0) = Py(X = x) olasilik fonksiyonuna sahip destek kiimesinde x; degerlerini alan

bir rasgele degisken ve d verilen bir karar fonksiyonu olmak iizere

R(0,d) E((0,d(X)))

Z 100, d(z:)) f (i3 6)

beklenen degerine risk fonksiyonu denilir.

Not.Rasgele degiskenin mutlak stirekli bir rasgele degisken olmas: halinde yukaridaki tanimlama

R(6,d) = /_Oo 10, d (x)) f(x; 0)dx

olarak yapilacacaktir.

Risk fonksiyonu kayip fonksiyonu hem de X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu ya da olasilik
yogunluk fonksiyonu nedeniyle doganmn durumu 6 € Oya baghdir. Bu nedenle R(6,d) verilen d

karar fonksiyonu i¢in 6 doga durumundaki risk fonksiyonu degeri olarak degerlendirilir.

Rasgele gozlemlerin karar verme siirecine katilmasiyla karar verici artik bir istatistikci olacaktir.

Verilecek karar 6ziinde rasgelelik olgusunun bulundugu rasgele bir deneyin sonucuna gore eylem-
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lerin segilmesidir. Bunun igin 6ncelikle bir karar kurali-bir fonksiyon- yani sade yada karma bir
karar fonksiyonu secilecektir. Bu seg¢im doganin durumunun bilinmedigi, ancak bilinen
bir risk fonksiyonunun varlig: altinda yapacaktir. Karar vermenin biitiin unsurlar: problem-
leri bu durumda da varhgmu siirdiiriir. Eger veri uygun ve yerinde (akillica) kullanilirsa daha az
kayiplarin yagandig1 kararlar verilebilecektir, gozlemleri kullanarak karar vermenin amaci budur.
Karar fonksiyonunun belirlenmesinde kullanilacak ilkeler, veri olmaksizin sade ya da karma eylem

belirlemek ic¢in kullanilan minimaks ve Bayes ilkeleri olacaktir.

Karar fonksiyonunun secimi i¢in biitiin sade ve karma karar fonksiyonlarina karsilik her 6 € © duru-
munda karsilik gelen (R(01,d), R(02,d), R(03,d), ..., R(0m,d)) noktalarin kiimesi yani bir konveks

kiimenin elde olmas: gereklidir.

Ornek.(Asansor problemi) ds sade karar fonksiyonu icin  6; durumunda R(6;,ds) ve 6 duru-
munda R(f2, d3) risk fonksiyonu degerleri agagidaki gibi hesaplanacaktir. R(61,ds) ve R(62,ds3) nin

R(6, d3)nin karar fonksiyonunun alacagr degerler oldugunu hatirlanmalidir.

R(01,ds) = 101, ds(21)) Py, (X=a1 )+ (01, ds(2)) Py, (X=a2 (01, ds(x3)) Py, (X=3)
= 1(6y,d3(0)) Py, (X=01H(61, d5(1)) Py, (X=1)+ (61, ds(2)) Py, (X=2)
= 1(6y, az) Py, (X=0)+ (61, a1) Py, (X=1)+ (61, az) Py, (X=2)
= 1 x0.6+0x0.3+1x0.1

= 0.7

R(03,d3) = 1(02,ds(x1))Po, (X=x1)H (02, d3(x2)) P, (X=x2)+ (02, d3(x3)) Py, (X=x3)
= 1(02,d5(0)) Py, (X=0)+ (02, d3(1)) Py, (X=1)H (02, d3(2)) Ps, (X=2)
= (02, a2) Py, (X=0)H (02, a1) Py, (X=1)H (02, az) Py, (X=2)
= 5 x0.14+6%0.4+5x0.5

=54
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Benzer hesaplamalar diger sade d; karar fonksiyonlari icin de yapildiginda sade karar fonksiyonlarina

ait risk fonksiyonu degerleri ile agagidaki tablo olugturulur:
R(0;,d;)

di da ds dy ds dg dr ds
6, 1.0 0.9 0.7 0.4 0.6 0.3 0.1 0.0
0 5.0 5.5 5.4 5.1 5.9 5.6 5.5 6.0

(1.0,5.0),(0.9,5.5), (0.7,5.4), (0.4,5.1), (0.6, 5.9), (0.3, 5.6), (0.1, 5.5), (0, 6) noktalari- nin R? de olusturdugu
en kiiciik konveks kabuk Sekil’de yer alan grafikte gosteril- mistir. Konveks kabuk tiim sade ve
karma karar fonksiyonlarma iligkin risk fonksi- yonu degerlerinin (Ry, Ry) = (R(61,d), R(02,d))
-vektorlerinin- kiimesidir.

6.5

dg

da

o d4

45 Y Y S RO R N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Ry

Sekil 1.1: Asansor probleminde R(f,d) risk fonksiyonlara ait (R, Rg) risk noktalarimin konveks
kabugu.

Veri karar verme stirecine katilmadigi durumda biitiin sade ve karma eylemlere ait beklenen (L, Ls)

kayiplar (R, Rp) grafiginde d; ile ds karar fonksiyonlarina ait (R(01,dy) , R (02,dy)) ile (R(01,dg) , R (02,ds))
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noktalar1 arasindaki dogru pargas iizerinde yer alir, bu dogru pargas: Sekil” deki noktalarla isaretlenmistir.
d4,ds ve d7 sade karar fonksiyonlarimin risklerinin (R(61,d1), R (02,d1)) ile (R(61,ds), R (02,ds))
noktalar arasindaki dogru pargasi iizerinde yer alan karar fonksiyonlarina baskin oldugu goriilecektir;
verinin kullanilmasiyla verinin kullanilmadigi zaman karar verici i¢in kabul edilebilir olan sade ya da
eylemlere baskin riski diiglik karar fonksiyonlar: elde edilmistir (a; ve as sade eylemlerine kargilik
gelen ve kabul edilebilir olan dy ve dg diginda) bu verinin kullanilmasi ile saglanmigtir. Diger
taraftan yine verini kullanildig1 ds, d3, d5 sade karar fonksiyonlar: ile dogru parcasimin daha iizerinde
olan noktalarin temsil ettigi karar fonksiyonlarimin riskleri veri kullaniliyor olmasina karsin daha

biiytiktiir ve kabul edilebilir de degildirler.

Yukaridaki gézlemler tipik olup doganin durumu ile ilgili doganin durumuyla ilgili rasgele gézlemlerin

akillica kullanimu ile risklerin sifir noktasina kadar cekilebilecegi sonucu gikarilir.

Veri doganin durumu ile ilgili degilse - doganin durumuna iligkin informas- yona (malumata)
sahip degilse - (Ry, Ry) noktalar1 sadece (L1, Ls) noktalarmmn konveks olacaklardir. Ornegin,

rasgele degigsken X in dagilimi doganin durumu € € © dan bagimsiz ise

Pp(X = z) = f(x;0) = h(z)

Iki doga durumunun var oldugu bir karar verme probleminde verilen karar fonksiyonu d i¢in riskler

i = 1,2 olmak iizere

R(0:,d) = B(U(0:,d(X))) = Y h(w;)U(0;,d(a;))

olacaklardir. d(z;), a; € Aolacak bunedenle (0, a;) = Ly ve (62, a;) = Ly olarak gosterilebilecektir.
(R1, R2)'nin bilegenleri bunlarin birer konveks kombinasyonu olacak ve gozlem yapip karar karar
vermekle degigen bir sey olmayacak; beklenen kayiplarin kiimesi risk noktalarinin kiimesine taginmis

olmayacaktir.
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1.1 Karar Fonksiyonu Sec¢imi

Baskin olma, denklik ve kabul edilebilirlik tanimlari beklenen kayiplar i¢in nasil tamimlaniyorsa

riskler i¢in de benzer olarak tanimlanir.

d, d* karar fonksiyonlar1 kiimesinde yer alan herhangi iki karar fonksiyonu olsun. R(6q,d) <
R(01,d*), R(b2,d)<R(03,d*), R(05,d) <R03,d*), ..., R(0m,d)<R(0,,d*) ise d karar fonksiy-

onu en az d* karar fonksiyonu kadar iyidir denilir.

R(Gl,d):R(el,d*), R(Gg,d):R(eg,d*), R(eg,d)ZR(ag,d*), ouey R(Gm,d)zR(@m,d*) ise d karar

fonksiyonu d* karar fonksiyonuna denktir denilir.

Iki karar fonksiyonu denk ise bu karar fonksiyonlarin tammlar: farkh olsalar da, R* de aym nokta
ile temsil edilebilir. Ornegin bir sade karar fonksiyonu bir karma karar fonksiyonuna denk olabilir

ve R¥’de ayn1 nokta ile temsil edilebilirler.

d en az d* karar fonksiyonu kadar iyi ve d*karar fonksiyonuna denk degilse d karar fonksiyonu d*
karar fonksiyonuna baskindir denilir. d karar fonksiyonuna baskin bir karar fonksiyonu yoksa

d kabul edilebilir bir karar fonksiyonu denilir.

Bu kez problem kayip fonksiyonunun bilinmesi ve doganin hangi durumda oldugunu bilmeksizin
bir (veya daha fazla ) eylemin se¢imine benzer olarak, risk fonksiyonlarinin bilinmesi fakat doganin
hangi durumda oldugunu bilmeden karar fonksiyonlar1 kiimesinden bir (veya daha fazla) karar
fonksiyonunun seg¢imidir. Onceden de ifade edildigi gibi se¢im yapmak igin yine minimaks ve

Bayes ilkeleri kullanilacaktir.

Minimaks karar fonksiyonu d’nin belirlenmesi i¢in, 6nce verilen her d karar fonksiyonunun hangi
0; € © doga durumunda R(0, d) risk fonksiyonunun en biiyiik (maksimum) degerli oldugu belirlenir,
bu iglem

M(d) = I;leae))(R (0,d)



1-6 Ders 1 : Risk Fonksiyonu ve Karar Fonksiyonu Se¢imi I

ile gosterilsin. M (d) ler arasinda en kii¢iigii (minimumu) gergekleyen d karar fonksiyonu

min max R(6, d)
0cO

minimaks karar fonksiyonu olarak belirlenir. Iki doga durumunun varhgmda yine grafiksel mini-
maks ¢oziimlemesi kullanilabilirdir, ancak doga durumlarinin sayis1 daha biiyiik olursa genel olarak

¢oziime ulagmak igin sayisal ¢oziimlemeye gereksinim duyulur.

Bayes karar fonksiyonu da § € © doga durumlarin igin verilen bir g (0) 6nsel dagiim altinda
belirlenebilir. Verilen bir d karar fonksiyonu i¢in € nin bir fonksiyonu olarak risk fonksiyonunun

onsel dagilima gore beklenen degeri doga durumu sayilabilir oldugunda
B(d) = E(R(6,d)) = > R(0;,d)g(0;)
J

olacaktir. Benzer olarak doga durumlari (—oo, 00) reel sayilar kiimesinde veya reel sayilar kiimesinde
bir aralikta deger aliyorsa ve g () 6nsel dagihmi mutlak siirekli bir r.d. i¢in olasiik yogunluk

fonksiyonu ise risk fonksiyonunun 6nsel dagilima gore beklenen degeri
B() = B(RO.4) = [ BO.dg(6)0

olacaktir. B(d) Bayes riski olarak adlandirilacaktir. Bayes riskini minimum yapan karar fonksiy-
onu

B(d*) = mdin B(d)

d* Bayes karar fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.
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Ders 2 : Risk Fonksiyonu ve Karar Fonksiyonu Secimi II

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Bu tamimlamalar kayip fonksiyonunun kullanilmasi yerine pismanlik fonksiyonlar: kullanilarak yapilabilir.
Onceden de deginildigi gibi bu degisiklik minimaks ilkesinin uygulanmasi durumunda karara konu
olacak ¢oziimde bir farklilik olugturabilecek ancak Bayes yontemi kullanildiginda bir farklilik olugturmayacaktir.

Hatirlanacak olursa pismanlik fonksiyonu
r(0,a;) =1(6,a;) — minl(0,a)
a

dir. Tanimda yer alan a; yerine herhangi bir d(z) karar fonksiyonu konuldugunda karar fonksiyonlar:
icin pigmanlik fonksiyonu

r(0,d(z)) =1(0,d(x)) — rrzinl(&,a)

olmalidir. Dikkat edilirse bu tammmlamada minl(#,a) teriminde bir degisiklik yoktur. Ciinkii,
hangi d karar fonksiyonu olursa olsun karar fonksiyonun belirledigi bir a eylemi olacak ve dogacak

pismanlik yine minl(6,a) teriminden olugan farkla belirlenmis olacaktir. Pigmanlik riski ise
a

E(r(0,d (X))) E(1(6,d(X))) — mainl(e7 a)

= R(0,d) —minl(0,a)

olur. Herhangi bir karar fonksiyonu d ve X = z i¢in I(6, d(x)) > minl(0, a) oldugun- dan E(I(0,d(X))) >

min (6, a) olacaktir bu nedenle

mdin E((8,d(X))) = mdin R(0,d(X)) > mainl(H, a)

2-1
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olmalidar.

Diger taraftan bir a*eylemi [(,a) kaybini en kiiglik yapar ve karar verici d*(z) = a* olan bir d*

karar fonksiyonu kullaniyorsa bu kez
mgnR (0,d) < R(0,d*)=E(l(0,a")) =1(0,a") = mgnl (0,a)
olacaktir. Bu da yukaridaki tanima iligkin pigsmanlik riskinin
E(r(0,d(X))) = R(0,d) — mdin R(0,d)

olarak yeniden yazabilecegi anlamina gelir.

Ornek. (Asansor problemi) Sade karar fonksiyonlar1 arasindan Bayes ve minimaks karar fonksiy-
onlar1 pismanlik riski kullanilarak elde edilecektir. Sade karar fonksiyonlar1 dy,ds, ..., dg olmak

lizere

mdin R(th) = R(Gl, dg) =0
m;nR(Qg,d) = R(QQ, dl) =5

oldugundan sade karar fonksiyonlarinn risklerinden tanimlanan pismanlik riskleri E(r(6,d(X))) =

R(0,d) — mjn R(6,d) her iki doga durumunda asagidaki tabloda sunulmugtur.

E(r(6:, d;(X)))

di ds ds dy ds de dr ds
6, 1.0 0.9 0.7 0.4 0.6 0.3 0.1 0.0
0, 0.0 0.5 0.4 0.1 0.9 0.6 0.5 1.0

Asagida sade karar fonksiyonlar: arasindan minimaks karar fonksiyonu elde edilecektir. Bunun igin
M(d) = max R(6,d) yerine pigmanlik riski kullamlarak, verilen her sade karar fonksiyonu i¢in en

biiyiik pismanligin hangi doga durumunda oldugu

M(d) = max E(r(0,d(X))) = m@ax{R(@,d) - mc%n R(6,d)}
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ile saptanmalidir. Yukaridaki son tabloda verilenleri kullanarak d; karar fonksiyonu igin

M(di) = max{E(r(0,d(X)))}
= max{E(r(61,d1(X))), E(r(02,d:1(X)))}
= max{1,0}

=1

bulunacaktir. Diger sade karar fonksiyonlar: i¢in bulunan M (d;) degerleri agagidaki tablonun ilk
satirinda verilmigtir. Bunlar arasindan -karar fonksiyonlar: lizerinden- minimum bulunarak mini-

maks karar fonksiyonu ya da karar fonksiyonlar: bulunur:

min{M(d)} = min{M(dr), M(dy),..., M(ds)}

M (dy)

olup d4 sade karar fonksiyonlar: arasindan minimaks olan karar fonksiyonudur.

Sade karar fonksiyonlar1 arasindan Bayes karar1 fonksiyonunu belirlemek i¢in doga durumlar: igin

onsel dagilim g(6;) = w; = 0.8, g(f2) = we = 0.2 olsun. ds sade karar fonksiyonunun Bayes
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pismanlik riski B(ds) = E(r(6,d2)) asagida elde edilmigtir:

Bldy) = Y B(r(0d>(X)))g(0:)

2
= ) (R(0;,dy) — min R(0;, d))g(0;)

i=1
= R(Gl, dg) — 0) x 0.8 + (R(Hg, dz) — 5) x 0.2
= 09x08+0.5x0.2

= 0.82

Diger sade karar fonksiyonlar: igin de benzer olarak B(d;) Bayes pismanlik risk degerleri bulunur.
Bunlar da yine agagidaki tablonun ikinci satirinda verilmistir. Buna gore sade karar fonksiyonlar
arasindan d; sade karar fonksiyonu Bayes pisman- lik riskini en kiiciik yapar. Sade karar fonksiy-

onlar arasinda d; Bayes karar fonksiyonudur ve Bayes pismanlik riski 0.18 dir.

dq do ds dy ds de dr dg
M(d) 1.00 090 0.70 0.40 0.90 0.60 0.50 1.00
B(d) 0.80 0.82 0.64 0.34 0.66 0.36 0.18 0.20

Tablo.Asansor probleminde pismanlik riskleri kullanilarak sade karar fonksiyonlar: arasindan min-

imaks ve 6nsel dagilim (0.8,0.2) verildiginde Bayes karar fonksiyonlarimin bulunmasi.

Doga durumlar: uzayinda iki doga durumunun olmasi halinde geometrik yontemi kullanilarak biitiin
sade ve karma karar fonksiyonlar: iginden minimaks ve Bayes karar fonksiyonlari belirlenebilir.
Asansor Orneginde de pigsmanlik risklerine ait konveks kabuk Sekil’deki gibi elde edilir. Ornek
iizerinde 6nce minimaks karar fonksiyonunu belirleyelim. Sekil iizerinde de goriilecegi gibi minimaks
karar fonksiyonu d4 ve d; sade karar fonksiyonlarimin bir karmasi olan karar fonksiyonu olacaktir.
dy karar fonksiyonunun p olasilikla uygulanmasina veya d; karar fonksiyonunun 1 — p olasilikla

uygulanmasina karar verildiginde karma karar fonksiyonuna iligkin pigmanlik riski beklenen degeri-
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Sekil 2.2: Asansor probleminde tiim sade ve karma karar fonksiyonlar:i arasindan minimaks ve
Bayes karar fonksiyonlarinin grafik ile belirlenmesi. Bayes ilkesine gore ¢oziim i¢in 6nsel dagilim
9(0p) = 0.20 ve g(61) = 0.80 dur.

vektori- x = y olacak sekilde

olarak ifade edilebilecektir.

0.4p+0.1(1 —p) =0.1p+0.5(1 —p)

p € [0,1] ye gore ¢ozildiiginde p = 4/7 bulunur. Bu deger z = 0.4p + 0.1(1 — p) veya y =
0.1p + 0.5(1 — p) esitliklerinden birinde yerine konuldugunda sz konusu minimaks karma eyleme
iligkin beklenen pigmanlk riskinin 19/70 oldugu bulunur. Bu probleme iligkin veri olmaksizin
yapilan ¢oztimlemede minimaks kaybi 1/2 bulunur. Biri risk digeri beklenen kayip olmakla birlikte

veri kullanilarak (1/2) — (19/70) = 16/70 kadar bir ”kayip” azaltilmigtir yorumunu yapilabilir.
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