IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta XI

Ders 1 : Sonsal Dagilim ve Beklenen Sonsal Kayip

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kaliby UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyar1: Bu ders notlar formal yaywnlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadur.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Kosullu olasilik, sonsal (posterior) dagilim ve ardigik gbzlemler:

Doganin durumu hakkinda bilgi verdigi diisiiniilen bir X rasgele degiskenin yiginin- dan ¢apin =1
olan orneklemin gozlem degeri karar verme siirecine katilarak kaybin azaltilabilecegi diiglincesine
ulagildi. Bu alt baglikta ”bir gozlemin ardindan aymi yigindan bir bagka n = 1 ¢apli orneklemle
elde edilecek gozlemin stirece katilmasi karar verme siirecini ve sonuclarini nasil etkileyecegi ve
gozlemlerin karar verme stirecine teker-teker katilmasiyla birlikte katilmasinin kararlar: ve sonuglari
nasil etkiledigi incelenecektir. Doganin durumlar: i¢in gézlem yapmadan 6nce ve objektif bir temele
oturtmadan da olsa belirlenen 6nsel dagilimin yapilan rasgele gézlemle kazanilan bilgiye goére nasil
glincellendigi goriilecektir. Onsel dagilimin bu giincelle- mesine sonsal (posterior) dagilim adi ver-
ilecektir. Sonsal dagilim daha sonra gézlem yapip karar verme durumunda yeni bir énsel dagilim
olacaktir. Anlagilabilecegi gibi basglangicta belirlenen 6nsel dagilim her veri ile giincellendikcge
onsel dagilimi belirlemedeki 6znellik (subjektiflik) yerini nesnellige (objektiflige) birakmaktadir,
veri hakim olmaya yonelmektedir. Burada anlatilanlar agsagida verilen ve ¢ogu bildik kavram ve

tanimlarla tarif edilecektir. Verilen kosullu olasiliklarinin tanimli oldugunu varsayilacaktir.

X kesikli rasgele degiskeninin olasilik dagilimi igin belirli bir 8§ € © doga durumunda bulunuldugunun
bir anlatimi olarak Py(X = z) = f(x;6) gosterimi kullamlmigti. Reel degerli doga durumu

6 € ©'nin g () dagilimli rasgele degisken olarak ele alinmasiyla f(x; 8) olasilik fonksiyonundaki doga
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durumunda bulunuldugunun anlatimi X rasgele degiskeninin 6 rasgele degigkeni ile kogullandirilmig

olasilik dagilimi anlamini1 kazanacaktir, boylece
f(z;0,)=Pp,(X=2)=P(X=z|0=6;)

yazilacaktir. ¢ () onsel olasiik dagilimi icin ise Py(0 = 6;) gosterimi kullanilabilir. Burada alt
taki olarak kullanmilan A\ da 6 rasgele degigkeninin dagilimimin bir parametresi olacaktir. Ancak
bu parametrenin bilindigi varsayilacagindan gosterimde kullamlmayacaktir. Py(0 = 6;) yerine
P(0 = 0;) gosterimi kullanilmaya devam edilecektir. O halde f (z;6;) = P(X = x|0=10;) ve

P(0 = 6;) kullanilarak X ve 6 rasgele degigkenlerinin ortak olasilik fonksiyonu

olarak yazilabilecektir. Buradan X rasgele degiskeninin marjinal olasilik dagilimi elde edilebilir.
Eger doganin durumlarinin sayisi m tane ise, X rasgele degiskeninin marjinal dagilimi, destek

kiimesinin her x degeri icin

PX=z) = Y P(X=,0=0)

olarak elde edilir (P(X = z) olasihgimmin P(X = z |6 = 0), P(0 = 6) kosullu olasiliklarin 6nsel
dagilima gore bir beklenen degeri oldugu goriilebilir). Yapilan bir X = x; gézlemi kogulu altinda
doganin durumlarina iligkin kogullu olasilik dagilimi belirlenebilir. X rasgele degiskeni doga durumu
rasgele degiskeninden bagimsiz ise onun dagilimina iligkin olasiliklar1 degistirmeyecektir: P(X =
210 =0) = P(X = z) oldugu gibi P(6 = 0|X =z) = P(6 =0) de olacaktir! Yigindan alman
gozlem doganmin durumundan bagimsiz degilse 6nsel dagilim buna gére yeniden yapilanacak- tir.

Doganin durumuf = §; rasgele degiskeninin, X rasgele degigkeni i¢in X = x; gozlemi yapilmig
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olmasi kogulu altinda olasiligi

P(X =xz;,0=0,)
P(X =z;)
P(X =10 = 6;)P(0 = 0,)
Y P(X =12;,0=0))
P(X =,10 = 0,)P(0 = 0,)
Y P(X =1; |0 =0;)P(0 =0,
f(z16:) g(6:)
ity f(@10:) 9(6:)

olacaktir. Yukaridaki esitlik zincirindeki son satir yazim kolayligi nedeniyle bildik gosterimleri

hatirlatmak amaciyla yazilmigtir.

Rasgele degigkene iligkin gozlem 6nsel dagilimi degistiriyorsa elde edilen sonsal dagi- im yenilenmis
bir 6nsel dagilimdir. Daha sonraki bir gézlem bu 6nsel dagilimi bir bagka sonsal dagilimla sonuglandiracak,
gozlem yapildikga giincelleme devam edecektir. Gozlemleri teker teker almak yerine biitiin gozlemler

yapildiktan sonra Onerilen 6nsel dagilimi kullanarak ayni sonsal dagilima ulagilabilir mi?

X, Yrasgele gozlemleri ele alinsin. Bu durumda kosullu ortak olasilik fonksiyonunun

oldugunu varsayilsin. Kogullu olasilik tanimi kullanilarak

PX=2zY=yl0=0)

PX=z|0=0)P(Y =y|X=12,0=0)

= f(x]0)f(ylz,0)

yazilabilecektir.
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Verilen onsel g(6) dagilim ve yapilan X = x rasgele gozlemi sonucunda hy (6 |2) sonsal dagilimi

_ f(x]60)g(8)
m(0le) = s Fet 5@

_ f(z]6)g(6)
P(x)

olacaktir. hq (6 |x)sonsal dagilimi #’min bir 6nsel dagilimi olarak degerlendirilecek ve Y = y rasgele
gozlemiyle birlikte kullanilip ho (0 |z, y) sonsal dagilim fonksiyonu elde edilecektir. 6 ve x in bir-
likte verilmesiyle Y = y gozlenmesi olasihgy P(Y = y|X =x,0 = 0) = f(y|z,0), Bayes formiili

kullanmilarak

f(ylz,0)h(6]z)
Sy f (vl 00) (6 ]2)
f (yla,0) Lefle@

D)

S (y |, 0;) L9
fylz,0) f(x]0)g(0)

Sy f(yla,0:) f (x16:) g(6:)
f(x,y10)g(0)

Sy f(x,y10,)9(6:)

ha (0 |2,y)

elde edilir. Son esitlik kogullu ortak olasilik dagilimin yukarida verilen ifadesi kullanilarak elde

edilmigtir.

Bir karar verme probleminde Bayes kararinin veri kullanarak nasil elde edildigi goriildii. Veri kul-
lanilarak yapilan ¢oziimleme veri olmaksizin yapilan bir ¢éziimle- meye indirgenerek de yapilabilir.
Bu, veri ile ulagilan sonsal dagilimin bir 6nsel dagilim olarak kullanilmasi ile olanaklidir; verinin
karar verme siirecinde saglamig oldugu etki 6nsel dagilimda yarattigi degisikligin sonucudur. O halde
d gibi bir karar fonksiyonuna ait B(d) Bayes riski, verinin iglenerek doganin durumu hakkindaki
(informasyonun) bilginin sindirildigi sonsal dagilmin kullanilmasiyla elde edilebilmelidir. Bunun

i¢in agagidaki iglemleri izlemek gerekecektir.
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h(0;|z;) = f(x;10:)g(6;)/P(z;) oldugu bilindiginden f(x;[0;)g(0;) = h(0; |z, )P(z;) yazlabilir ve
B(d) son esitlikle birlikte

)= 2 > U0 d(w;)h(6: |5 P(w)

vazilacaktir. Yukaridaki ¢ift toplam sonlu sayida terim igerdiginden toplamlar yer degistirilerek de

yapilsa B(d) degismeyecektir. O halde d karar fonksiyonunun Bayes kaybi
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olarak bir bagka bigimde yeniden yazilmig olur. Kivrik parantez icindeki ifade iceri- deki toplamla
birlikte ele aldiginda yapilan X = x; gozlemi ile d karar fonksiyonunun bu goézleme karsilik sectigi
sade bir a; eylemiyle karsilagilan kaybin h(6 |z;) sonsal dagilimima gore beklenen degeridir. Bu

beklenen deger Ly (d(x;),x;) = Ln(ai, z;) olarak yazilacaktir ve

n(ar, ;) Zl (0;,d(x;))h(0; |x;)
i=1

beklenen sonsal kayip olarak adlandirilacaktir. Bayes riski B(d), son hali ile beklenen sonsal

kayiplarin X rasgele degigkeninin marjinal olasilik dagilimina gore beklenen degeri olacaktir, bu
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durumda yukaridaki ardigik toplamli B(d) Bayes riski

k

B(d) =) Lu(d,z;)P(x)

Jj=1
dir.

B(d)’nin sonsal kayiplarin X rasgele degigkeninin marjinal olasilik dagilmina gore beklenen degeri
olarak yazilmasi uygulamada énemlidir. Sade eylemlerin sayis1 m ve/veya kesikli rasgele degiskenin

alacagl degerlerin sayisi k arttikca yazilabilecek karar fonksiyonlarin sayist mF

‘nin hizla arttig
biliniyor. O halde karar fonksiyonlarini listeleyerek bunlar arasindan minimaks veya Bayes karar
fonksiyonlarinin se¢imi zaman alicidir ve pratik degildir. Beklenen sonsal kayiplarin kullanilmasi
en kiigiik Bayes riskine sahip d karar fonksiyonunun elde edilmesinde ¢ok kolay bir yol saglar:
B(d)’nin beklenen sonsal kayba gore Bayes riski doganin durumuna gore degigmez olan X’in marji-
nal dagihmina gore hesaplanmaktadir. Bu toplam iginde degigen sadece Ly (d(x), z) beklenen sonsal
kayiplardir. B(d)’yi en kiigiik yapacak olan degerler her bir X = x i¢in Ly (d(z), z) beklenen sonsal
kayiplardir. Hangi d karar fonksiyonu olursa olsun yapilan bir X = z gbzlemi sonucu d(z) = a; € A
olacaktir. O halde herhangi bir X = x gézlemi i¢in karar fonksiyonu ne olursa olsun Va; € A igin
Ly(ay,x), Lp(ag, ), -, Lp(am, ) degerleri bilinirse bunlar arasindan en kiigitk Ly (a;, ) degerli
olam (ya da olanlar1) bu gozlem igin beklenen sonsal kaybi en kiigiik olan bir d karar fonksiy-
onunu belirleyecektir. Beklenen sonsal kaybi1 X = x gozlemi i¢in en kiiglik yapan karar fonksiyonu,
Ly(a;, ) = Lp(d(z),z) olan d(x) = a; bir karar fonksiyonu olacaktir. Bu degerlendirme X rasgele
degiskeninin alabilecegi k& degerlerinin tiimi i¢in yapildiginda, en kiiglik Bayes riskine sahip d(X)

karar fonksiyonu belirlenmis olur.
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Ders 2 : Bayes Karar Fonksiyonunun Sonsal Kayipla Belirlenmesi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Ornek. (Asansor problemine devam.) Her iki doga durumu igin X rasgele degigkeni- nin olasilik

fonksiyonu -kosullu olasilik ifadeleriyle

X=z 0 1 2

P(X=z|0=0,) =f(z]01)|06 03 0.1
P(X=z|0=0y) =f(z]f2) |01 04 05

ve Onerilen onsel dagilim g(6;) = P(0 = 61) = 0.7, g(62) = P(6 = 63) = 0.3 dir. Birey X = 2,
X =1 ve X =0 gozlemlendiginde Bayes eylemleri neler olacaktir sorusuna cevap aranacaktir. Bu
arayisa karar fonksiyonlar: listelenerek de baglanabilirdi, ancak beklenen sonsal kayiplar kullanilarak

Bayes karar fonksiyonunu elde edilecektir.

Yukaridaki bilgilerden P(X = z) = Yi" | f(26;)g(6;) oldugu kullamlarak X rasgele degiskeninin

marjinal olasilik fonksiyonu bulunabilir.

P(X=0) = Y PO=0;,X=0)
zl
= ) P(O=0;)P(X=0[0=0;)
i=1

2
= ) g(6:)£(0]6;)
1=1
= 0.7x0.6+0.3x0.1

= 045

2-1



Ders 2 : Bayes Karar Fonksiyonunun Sonsal Kayipla Belirlenmesi

Benzer olarak P(X = 1) = 0.33 ve P(X = 2) = 0.22 bulunur. Sonsal dagihm X = 0 gozlenmig

olmas1 koguluyla:

h(61]0) P(6=6,|X=0)

= P(@=06,,X=0)/P(X=0)
P(X=06=6,)P(6=06)/P(X=0)
= 0.6 x 0.7/0.45

14/15

dir. Benzer olarak h(62]0) = 1/15 elde edilir. Sonsal dagilim X = 1 kogulu altinda h(6; |1) = 21/33
ve h(f2]1) = 12/33, X = 2 kosulu altinda da h(6,|2) = 7/22 ve h(02|2) = 15/22 olarak bulunur.

Her bir X = x; gozlemi i¢in yukarida elde edilen sonsal dagilim agagida verilmistir:

hoz)
o-0_ |6 &
We0) |5 L
LOHVEE S
h(6;2) 23 22

Her bir X = z gozlemi kogulu altinda verilen bir d karar fonksiyonu icin beklenen sonsal kayip

2

Ly(d(z),z) = Zl(ei, d(z))h (0; |)

i=1

olmak iizere d karar fonksiyonunun Bayes kayb1

olarak hesaplanabilir. Beklenen sonsal kayiplarin hesaplanmasi i¢in probleme iligkin kayip fonksiy-
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onunun

1(0:, a;)
ai as
01 0 1
02 6 5

oldugu 6nceden verilmigti.

Buna gore X = 2 gozlendiginde a; sade eyleminin segilecegi herhangi bir d(2) = ay karar fonksiyonu

i¢in beklenen sonsal kayip

Li(a1,2) = Y _1(6;,a1)h(0;]2)

= 0><—+6><§
h 22 22
_ %0
22

ve yine herhangi bir d(2) = as karar fonksiyonu igin Ly, (ag, 2) = 82/22 bulunur. X = 2 gézlendiginde
a1 yerine as eyleminin yapilacag: bir d karar fonksiyonunun kullanilmas: karar vericiye daha az son-

sal kayip verdirecektir:

Ln(d(2),2) = Ly(az,2) = 82/22 < Ly(d(2),2) = Ly (a1, 2) = 90/22

oldugundan karar verici X = 2 gozlendiginde d(2) = as olan karar fonksiyonu segmelidir.

X = 1 gozlemi kogulu altinda sade eylemlerin sonsal kayiplar1 Ly (a1,1) = 24/11 ve Lp(az,1) =
27/11 oldugundan

Lu(d(1),1) = Ly(a1,1) = 24/11 < L (d(1), 1) = Lp(az,1) = 27/11

dir ve karar verici X = 1 gozlendiginde d(1) = a; olan karar fonksiyonu se¢melidir.
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X = 0 gozlemi kogulu altinda sade eylemlerin beklenen sonsal kayiplar1 Lp(a1,0) = 6/15 ve
Ly (az,0) =19/15 oldugundan

Ly (d(0),0) = Ly(a1,0) = 6/15 < Lj,(d(0),0) = Ly(az,0) = 19/15

dir ve karar verici X = 0 gozlendiginde d(0) = a1 olan karar fonksiyonu segmelidir. Yapilabilecek
tiim gozlemler i¢in hangi eylemlerin beklenen sonsal kaybi en kiigiik yaptig1 belirlendiginden aranan

Bayes karar fonksiyonunun

ai ,XZO
d(X): ay aXZl
a2 ,X:2

oldugu goriilecektir. Bulunan sade karar fonksiyonu daha 6nce tanimlanmig olan d; sade karar

fonksiyonudur.

Ornek Asansér érneginde g(6y) = 0.20, g(6;) = 0.80 6nsel dagihmi icin beklenen sonsal kayiplardan

hareketle bulunacak Bayes karar fonksiyonu d4 karar fonksiyonudur.

Ornek Asansor 6rneginde g(0y) = 4/7, g(61) = 3/7 onsel dagihm icin beklenen sonsal kayiplardan
hareketle bulunacak iki sade Bayes karar fonksiyonu d4 ve d7’ dir. Bunlarin herhangi bir karmasi

da yine bir Bayes karar fonksiyonu olacaktir.

Bu uygulamalarin da sergiledigi gibi Bayes karar fonksiyonlarinin bulunmasinda tiim karar fonksiy-
onlarinin listelenip Bayes risklerinin hesaplanmasi gibi bir ugras: icine girmek yerine Beklenen sonsal

kayiplar1 kullanilmasi tercih edilebilir bir ¢éziim yoludur.
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