IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta XII

Ders 1 : Karar Verme Problemi Olarak Parametre Tahmini

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalibs UC Berkeley EECS Bolimai nindiir.

Uyary: Bu ders notlar: formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders diginda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanwn iznini gerektirir.

Istatistiksel karar teorisinin amagclarindan birisi istatistiksel problemlerinin karar problemleri olarak
ele alinmasina teorik bir cerceve ve zemin hazirlamaktir. Rasgele gozlemler yaparak bilinmeyen
doganin durumu hakkinda istatistiksel ¢ikarim yapmaktir. Parametrenin degeri hakkinda bildirimde
bulunmak veya bir hipotezin dogrulugu hakkinda karar vermek eylemler kiimesi icinden bir eylem
secimi olarak iglem gormesidir. Boyle bir bakig istatistik disiplininin problemlerini inceleme ve

¢ozlimlemeye sistematik bir yaklagim sunar.

Istatistiksel ¢ikarimin iki klasik probleminden biri olan parametre tahmininde bir parametrenin
tahmini eylem uzaymin doganin durumlarimin oldugu uzay ile aym oldugu A = © bir
karar problemi olarak ele alinir. Istatistiksel bir hipotezin testi de eylem uzayinda yalnizca iki

elemanin oldugu bir karar problemidir.
Bir Karar Verme Problemi Olarak Parametre Tahmini

Parametre uzay: © bazen sayilabilir reel degerlerin bir kiimesi olabilecegi gibi reel sayilar kiimesinin
[a,b] gibi bir alt kiimesi veya (—o0,00) reel sayilar kiimesi olabilir. Ancak § € © parametre
tahmin degerini bildirmek eylemi ile kaybin ne olacagi belirlenmek istenirse degerlendirme
glcligi ile karsilagilir. Karar verici olarak istatistikgi igin kayip yaptigi yanhs veya eksik ¢ikarim

ve tahminlerle iin ve giiven yitimi olabilir. Karar verme problemi bireye ait olmayan, bilimsel bir
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disiplinin karar verme problemi olarak ele alindiginda tahmin ve istatistiksel sonu¢ gikarimindaki
hatalar1 kayip olarak degerlendirilir. Bilinmeyen parametrenin nokta tahmininde bilinmeyen 6 igin
agiklanan parametre tahmin degeri T' € A (veya T' € ©) ile gosterilmek {izere pigmanlik fonksiyonu
r(0,T)

u=T-20

hatasimin bir fonksiyonu olacaktir. Hata sifir oldugunda pigmanlik (ya da kayip) fonksiyonun sifir
degerli olmasi, hatanin mutlak degeri arttikg¢a pigmanlik fonk- siyonu degerinin de artmas: akla

uygun Onerilerden biridir. Pigmanlik fonksiyonu

r(0,T) = h(T — 0)

olarak gosterildiginde h(0) = 0 olmalidir. Dogamin durumu parametrenin 6 degerin- den uzak bir
deger icin fonksiyonun degeri ona daha yakin olan bir degere gore daha biiyiik yada en az onun

degeri kadar olmalidir: 8 < a < b veya b < a < 0 oldugunda

h(a) < h(b)

olmalidir. ¢ > 0 bir sabiti gostermek iizere bu ozelliklere sahip hi(u) = clu| ve ho (u) = cu?

fonksiyonlar: 6rnek verilebilir. Bunlara ait tipik gizimler Sekil’ de verilmigtir. Verilen iki fonksiy-
onun fayda fonksiyonunun saglamasi gerekli ézelliklerinden simirhilik her zaman saglanmayabilir,
ancak bunu bir gevgetme olarak gormemek gerek. Ornek olarak verilen Ay, ho pismanlik fonksiy-
onlar1 istatistikte 6nemi yere sahiptir. ho(u) = cu? karesel kayip fonksiyonu olarak adlandirilr.
En az ikinci dereceden, § € R noktasinda tiireve sahip h fayda fonksiyonlarma 6 € R noktasi
komsgulugunda Taylor serisine agilmalari ile ikinci dereceden bir fonksiyonla h(T) ~ c(0)(T — 0)?
olarak yaklagimda bulunulabilecegi daha 6nceden de tartisilmigti. Ayrica ¢cogu durumda dogrusal ol-
mayan boyle fonksiyonlarin tanimli olduklar1 ¢ok kisa araliklarda bir dogrusal fonksiyonmuscasina
goriinecegini hatirlanirsa karesel kayip fonksiyonunun pratikteki kazanci daha anlagilir olacaktir.

Daha da 6nemlisi karesel pismanlik fonksiyonunun istatistikteki yorumu istatistiksel karar teorisinde
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T ()
D ()
s (u)

u u u

Sekil 1.1: Istatistiksel ¢ikarim problemlerinde kullanabilecek kayip ya da pigmanlik fonksiyonunun
matematiksel iglemlerde goreli kolaylik saglamasi ve degerlendirme yapmada anlama sahip olmasi
beklenir.

onu 6nemli kilar. Ancak sinirh olmayan bu tiirlii pigmanlik fonksiyonlariyla minimaks ilkesini uygu-
lamanin gii¢ olusu hatirlanmalidir. Cogu boyle durumlarda minimaks ilkesi yerine Bayes ilkesinin

kullanim1 6ne gikacaktir.

Siradan bir karar problemi gibi 6ncelikle elde verinin olmadigi bir parametre tahmin problemi
ele alimacaktir. Sonlu m sayida parametre degerinin s6z konusu oldugu bu tahmin probleminde,
Bayes ilkesini kullanarak 6 parametresinin m degerinden birini belirleyip ”parametrenin degeri
budur” demek (eylemi) parametre degerini tahmin etmek olacaktir. Karesel pigmanlik fonksiyonunu
kullanarak Bayes kararma ulagmak pigmanlik fonksiyonunun oOnerilen 6nsel dagilim fonksiyonuna
gore beklenen degerleri i¢inden - Bayes kayiplar: icinden - en kiigiik Bayes kaybini veren ”tahmini”

elde etmek demektir. Boylece ¢ = 1 belirlenmig ise T' tahmininin Bayes kaybi

(0:; = T)" g(6:) (1.1)

[
™=

E,(0—T)>
T — E,(0)) +V(0) (1.2)

—~ S

hata kareleri ortalamasi(HKO) (mean square error- MSE) olarak ifade edilmig olur. Karesel
kayip (veya pigmanlik) fonksiyonu altinda Bayes kaybim (ya da HKO’ sunu) en kiigiik yapacak T
tahmin degerinin

T = E,(0)
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oldugu goriilir. Karesel kayip fonksiyonu altinda veri olmaksizin Bayes tahmini tahmin

edilecek # parametresinin (rasgele degiskeninin) 6nsel dagilima gore beklenen degeridir.

Buraya kadar ki ifadelerden uygulamanin gerektirdigi pek cok durumda karesel pig- manlik fonksiy-
onunun kullanilmasinin 4y: olacag sonucu ¢ikarilabilir. Bununla birlikte onceki konular i¢ginde sozii
edilen atici 6rneginde karesel pismanlik fonksiyonu kullanmak uygun iken, karayolu boyunca bir

yerde magaza acma Orneginde mutlak pismanlik fonksiyonu kullanmak daha uygun olabilecektir.

Ornek. iginde 10 adet iiriin bulunan bir kutuda bilinmeyen M sayida standart disi iiriin vardir.
Standart digi (kusurlu) iriin sayis1 M yigin parametresidir ve M = 0,1,2,3,...,10 degerlerinden
birisidir. Bir 6nsel dagilim M nin alabilecegi her deger icin esit olasihik vermektir:g(m) = P(M =
m)=1/11, m=0,1,2,...,10. (m —T)? karesel kayip fonksiyonu kullanilirsa yukarida gosterildigi

gibi veri olmaksizin Bayes tahmin degeri T = E (M) olacaktir. Tahmin degeri

10
T=Y mP(M=m)=5

m=0

dir. Fakat kusurlu {irtin sayisina iligkin verilen 6nsel dagilimin pratikte kabul edilebilir olmayacagi
soylenebilir. Icinde on iiriin bulunan bir kutuda ikiden ¢ok kusurlu {iriin bulunmas: bile kabul
gormeyecek bir durum olacaktir. Bu diigiinceden hareketle agagidaki kusurlu sayis1 parametresi M

rasgele degigkenine iligkin 6nsel dagilimin daha akilc olabilecegi soylenebilir:

g(m)
M=m |0 1 2
P(M=m) ‘ 150 1% 120

Bu durumda yine karesel kayip fonksiyonu kullanildiginda ve veri olmaksizin Bayes tahmin degeri
E (M) = 0.7 olacaktir. Bu tahmin degeri ise parametre uzayinda bulunan bir deger degildir ve A

eylem uzayinda da yer almaz.

E, M —-T)?=T%—-14T + 1.1
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beklenen kaybini enkiiciik yapacak bir T = m tamsayis1 bir tahmin degeri olarak agiklanabilir.
Olabilecek degerler tek tek denendiginde T' = 1 icin Eg(M — 1)2 = 0.7 bulunur ve bu 7' = m
tamsay1 degerleri igin E, (6 —T')*nin alabilecegi enkiigiik degerdir. 7' = E,(M) = 0.7 Bayes tahmin

degerine de en yakin tamsay1 T = 1 parametre tahminidir.

Soru. Son 6rnekte veri olmaksizin Bayes tahminini karesel kayip fonksiyonu ve g(m) = (10 — m) /55, m =

0,1,...,10 6nsel dagilimi i¢cin bulunuz.

Soru. Son 6rnegi kayip fonksiyonu r(M,T) = |T — M| ve 6nsel dagilimin kesikli diizgiin dagilim

oldugunda Bayes tahmin degerini bulunuz. Onsel dagihmin olarak verildiginde Bayes tahminini

g(m)
M=m |0 1 2
PM=m) | 55 0 ™

elde ediniz.

Not. Yukaridaki parametre tahmini probleminde, kusurlu sayisi yerine daha ¢ok karsilagilan

kusurlu orani parametre olarak belirlenebilirdi.

Asagidaki Ornek karesel kayip fonksiyonu kullamildiginda, veri olmaksizin ve para- metrenin
siirekli bir rasgele degisken olmas1 durumunda Bayes tahminine iligkindir. Ornekte parametre

ve eylem uzay1 sayilamaz sonsuzlukta eleman igermek- tedir.

Ornek. Bir Bernoulli rasgele degiskeni X ~ Binom(1,p) igin P(X = 1) = p bagan olasihginmn
karesel kayip fonksiyonu kullanarak agagidaki onsel dagilim Onerileri icin Bayes tahmininleri veri
olmaksizin bulunacaktir. © = A = [0,1] ve eylemler T' = t ile gosterilmek tizere karesel kayip

fonksiyonu L(p,t) = (t — p)?’dir.

a) p parametresi i¢in onerilen 6nsel dagilim igin olasilik yogunluk fonksiyonu

2p 0<p<1
g(p) =
0 duy.
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ise
1
E@%j/2ﬁ®=2ﬁ
0
T = 2/3 bilinmeyen p parametresinin Bayes tahminidir.

b) p parametresinin olasilik yogunluk fonksiyonu o = 3, § = 6 olan beta dagilimi olsun:

F(atB) a—1 B—1
ot P’ (1—p) 0<p<l1
F(p) = L(a)l'(B)

0 d.y.

E(p) = Tatpy ©ldugundan Bayes tahmini 7' = 1/3’tir.
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Ders 2 : Veri Kullanarak Parametre Tahmini

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Veri kullanilarak parametre tahmininin veya hipotez testi i¢in karar fonksiyonlarinin tahmin etme
siirecine katilmasi gereklidir. Orneklem X = (X1, X5, -+, X,,) ile gosterilmek iizere T = t(X)
karar fonksiyonu parametre tahmini i¢in tahmin edici; hipotez testi igin test istatistigi olarak ad-
landirilacaktir. T' = ¢(X) de rasgele bir degigken olacaktir. Bilindigi iizere genel olarak tahmin edici
0 = T(X) ve tahmin degeri f = T'(x) gosterimlerine sahiptir. Burada tahmin edici 6 parametresine
yer verilmeden T'(X) ile gosterilecektir. Tahmin degerine de ”#’nin tahmin edilen degeri ¢’'dir” ya
da 6 = ¢ olarak atifta bulunulacaktir. Tahmin edicinin alacag1 degerler © C R parametre uzayinda;
test istatistiginin degeri de Hy hipotezini reddetmek anlaminda 1 veya reddedememek anlaminda

0 degerini alarak eylem uzaymda (ya da doga durumlar1 uzayinda) olmalidir.

Not. Bilimsel aragtirma calismalarinda Hj hipotezinin reddedilememesi kabul edil- mesi anlamin
tagimaz, Hp'in reddedilebilmesi i¢in yeterli bilimsel kanitin (g6zlemin vb.) olmamasi s6z konusudur.
Matematiksel diigiiniisten biraz farkl olarak bir seyi reddedememek onu kabul etmek anlamina
gelmez. Buradaki ifadelerde matematiksel diiglinlige uygun olarak reddedememek kabul etmek
olarak da yazilabilecektir.

T = t(X) bir karar fonksiyonu olarak iglem gorecektir. Boylelikle pigmanlik (ya da kayip) fonksiy-

fonksiyonu R(6,t), #’min fonksiyonu olacaktir.

R(0,1) = E(r(6,1(X)))

Pigmanlik fonksiyonu karesel pismanlik fonksiyonuysa r(6,t(X)) = (T — 0)? = (t(X) — 0)? olup ya

T = t(X) tahmin edicisinin dagilimina gore ya da aym sonucu verecek olan X'in dagilimina gore

2-1
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beklenen degeri

R0,t) = E((T-0)

= > (t(wi) = 0)*f(wi]0)

i

olacaktir. Burada z;, X = (X1, X, -+, X,,) nin alabilecegi degerlerden biridir. f(z;|f) olasilik
fonksiyonu da f(z1,22,..., 2, |0 )anlaminda kullanilmigtir. Rasgele degisken stirekli oldugunda

yukaridaki ardigik toplam yerine risk fonksiyonu

R(0,t) = E(T —0)%)
= /_O;/_O; . ./_Z(t(xl,xg,. .. ,xn)—H)Qf(xl,xQ, ooy |0) dzrdas. . dxy,

olarak yazilacaktir.

Ornek. Bir torbada 5 tane bilye vardir. 6 tanesi beyaz ve 5 — 6 tanesi siyahtir. Beyaz bilye
sayisi 6 tahmin edilecektir. 6 parametresi © = {0,1,2,3,4,5} parametre uzaymdaki degerleri
almaktadir. 6, =0, 0 =1, 03 = 2, 8, = 3, 5 = 4 ve g = 5 parametre degerlerini; a; = 61,
a1 = 01, ap = 01, a1 = 01, a1 = 61 ve a; = 61 tahminlerinin yapildig1 sade eylemleri gostersin.
f’nin tahmini ilgili oldugu diisiiniilen rasgele degiskenlerin gézlemlerine dayanarak yapilacaktir. Bu
amagla iki bilye torbadan yerine koymadan rasgele secilecektir. i. sirada gekilen bilye beyaz ise 1.
rasgele degisken X; = 1, degilse X; = 0 degerini alhr. Orneklemden gozlemlenen beyaz toplarn
sayis1 X = X5 + X, istatistigi olarak tamumlanmigtir. X rasgele degiskeninin (istatistiginin) olasilik

fonksiyonunun agagidaki gibi oldugu gosterilebilir:

20
P(X=z]0=0)=Py(X =2)=¢ 2060 ;4

0(6—-1

(20) =2

Rasgele degisken X’in alacag ti¢ deger ve verilecek sade kararlar A = {0,1,2,3,4,5} olduguna
gore 62 = 216 tane T = d(X) karar fonksiyonu vardr. Ornegin bunlardan biri T} = dy (X)) karar
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fonksiyonudur. Buna gore d; (X) karar fonksiyonu d;(0) = 0, d; = 2, d; = 4 olarak tanimlansin.

T tahmin edicisi

0 ,X=0
Ti=4 2 ,X=1
4 ,X=2

)

olarak da yazilacaktir. Bu tahmin problemi ile iligili [(6;,a;) = (a; — 0;)? karesel kayip fonksiyonu

asagidaki gibidir:

l(e’ia a])

aj a2 as Qa4 as Qe
01 0 1 4 9 16 25
02 1 0 1 4 9 16
65 4 1 0 1 4 9
6s 9 4 1 0 1 4
s 16 9 4 1 0 1
¢ 25 16 9 4 1 0

Karesel kayip fonksiyonu kullanildiginda 77 tahmin edicisine ait risk fonksiyonu

R0,t) = E((0,t(X)))
= B((Ty-9)*)
= Y (t(z) — 0)*Py(X = 2)
- @—92@_2$ 0)+@_enggoy+u_eyﬂign
_ 06-9)
20

Ty bir diger tahmin edici olarak agagida verilmigtir, hangi gézlem yapilirsa yapilsin #’nin tahmininin

3 olarak yapildig1 bir tahmin edicidir.

T,=3 2=0,1,2
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To’nin risk fonksiyonu fonksiyonu

R(0,t2) = (3 — 9)2
dir.

@’nin [0, 5] araliginda sadece tamsayr ve 0 degerlerini alabilecegi bilinse de T' tahmin edicilerinin
R(0,t) risk fonksiyonlarimin 6 € [0, 5] i¢in ¢izimini yapmak risk fonksiyonlarinin kargilagtirilmasinda
daha iyi bir resim verecektir. T ve T»’nin R?’de aym ¢izim diizleminde birlikte risk fonksiyonlarm
gizimleri ile baz1 gozlemler yapmak yararli olacaktir. #'nin 77 ve Ty tahmin edicileri i¢in yapilan
bu ¢izim Sekil” de verilmigtir. Tahmin edicilerin cesitli 6 parametresi degerleri igin riskleri (burada
ayn1 zamanda HKO’su) degigkendir. Eger 6 parametresi gergekten 3 degerine yakinsa 75 tahmin
edicisinin riski 3 degerine yakin yerlerde 77 tahmin edicisine gére daha az riske sahip oldugu goriiliir.
Diger taraftan 6 degeri 0 veya 5 degerlerine daha yakinsa 7T; tahmin edicisinin riski 75 tahmin

edicisinin riskinden daha azdir.

Not.Tahmin edicilerin degerlendirilmesinde H K O’larinin kargilagtirilmas: yapilirken rasgele degisken
icin alinan Orneklem capinin da dikkate alinmasi gereklidir. Ancak tahmin edicilerin asimptotik

davraniglar: ilgi odaginda olmadigindan konudan sapma olmamasi i¢in 6rneklem capi dikkate alinmamaktadir.

Soru. Torbada 5 bilye orneginde bilyelerin yerine konulmadan ¢ekimi ile yapilan orneklem sonu-
cunda tanimlanan X rasgele degiskeni icin verilen Py(X = xz) olasiik fonksiyonunu elde ediniz
(ipucu: Bilyelerin torbadan esit olasilikh gekildigini varsayi- niz).X’in olasilik fonksiyonu bildiginiz

kesikli rasgele degiskenlere ait olasilik fonksi- yonlarindan hangisiyle modellenir?

Ornek. (Torbada 5 bilye 6rnegine devam) X = X4 X istatistiginin (kogullu) olasihk fonksiyonuf (z|6)
daha once verildigi gibi olsun. X = 1 gozlemi i¢in olabilirlik fonksiyonu parametrenin bir fonksiy-

onu olarak
20(5—0)

L(O) = f(w]6) = =

dir. L(8)’'min 6 ye gore tiirevi alinip sifira egitlenirse, 1/2 — /5 = 0, parametrenin tahmin edilen

degeri 6 = 5/2 olarak bulunur. #’ya gore ikinci tiirev daima negatif oldugundan bulunan =5 /2
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(\1,’)( ‘ 0\'}1

R(g,ti)

0

Sekil 2.2: T ve T tahmin edicilerinin R(#,¢;) risk fonksiyonlari.

bir maksimumdur. X = 1 gozlemi i¢in olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan tahmin degeri

0 = 5/2'dir.

Not. Negatif olmayan olasiik (veya olasilik yogunluk) fonksiyonlarinin elvermesi nedeniyle ola-
bilirlik fonksiyonu yerine aritmetik iglemlerde kolaylik saglanmasina yonelik olarak genellikle onun

dogal logaritmasi ile caligihr. Bu problemde bu igleme gerek duyulmamaigtir.

f’nin alacag: degerler 0, 1, 2, 3,4, 5 olup olabilirlik fonksiyonunda X = 1 gozlemi icin bu degerler tek
tek yerine konularak da en biiyiik degeri veren 6 tahmin degeri belirlenebilir. Béyle yapildiginda
0 = 2 ve § = 3 degerlerinin ikisi de L(A)’y1 en biiyiik yaparlar. L(2) = L(3) = 3/5'dir. X = 0
ve X = 2 igin deL(f) olabilirlik fonksiyonlar1 yazilir ve en ¢ok olabilirlik tahminleri elde edilir.

Olabilirlik fonksiyonunu en biiyiik yapan iki sade ahmin edici de sade karar fonksiyonlar: arasinda
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zaten yer alirlar. Iisi bir arada tek karar fonksiyonu olarak en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi agagidaki

gibi yazilabilir:

0 ,X=0
T(X)=14 2veya3 ,X =1
5 X =2

Bu tahmin edicide bir u¢ durum tahmin edicinin biraz kuskuyla karsilanmasina neden olabilecektir.
Ornegin torbada toplam 10000 bilye oldugunda ve X = 0 gozlendiginde 6 = 6, = 0 tahminini
bildirmek pek de akla uygun (makul) kargilanmayacaktir.

Bir # parametresi tahmin edicisi 7' = ¢(X)’in risk fonksiyonu, kayip fonksiyonu I(#, T(X)) = (T —0)?

oldugunda

R(0,t) = V(T)+ (E(T) - 6)?

V(T) + b*(T)

dir, burada b(T) tahmin edicinin yanin gostermektedir. Risk burada da tahmin edicinin H K O’suna
esittir. Bunun elde veri olmadan karesel kayip fonksiyonu altinda ve bir 6nsel dagihim ile Bayes
riski olarak elde edilen HKO’dan biraz fakli oldugu goriilmektedir. HKO bir tahmin edicinin
degerlendirilmesinde kullanilan klasik bir 6lgiittiir. Yansiz bir tahmin edicinin H K O’su varyansina
egittir. Bu 0lgiit ile tahmin edicinin varyansi ve yanlilik miktar1 toplanarak degerlendirme yapilir.
H K O’nun kii¢iik olmasi tahmin edicinin varyansinin hem de yanhligimin kiigiik olmasinin géstergesi
gibi degerlendirilir. Ancak bu tahmin edicinin kiigiik varyans ve kii¢lik yanliliga birlikte sahip olacag:
anlamini tagimamalidir. Tahmin edici 6rneklem ¢apinin artigiyla goreli olarak kii¢lik varyansa sahip

ve yanhililik miktar1 varyansina gore daha hizli azaliyorsa tercih edilebilirdir.

Ornek. Yukarida verilen en cok olabilirlik tahmin edicisi T(X) dikkate alimirsa iki ayri tahmin

edicinin tanimlanabilecegi yukarida sdylenmisti. Bunlar X = 1 gozlendiginde sirasiyla 2 ve 3
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tahminlerinin yapildigi durumda farklilagmaktaydilar. iki ayri olabilirlik tahmin edicisi

0 ,X=0 0 ,X=0
TW(X)=¢ 2 X=1 , I5(X)=4 3 ,X=1
5 ,X=2 5 ,X=2

dir. Bu tahmin edicilerin riskleri (ya da HKO’lar) agsagida verilmigtir:

Ty tahmin edicisinin H K O’sunu hesaplamak igin gerekli beklenen degerler:

E(Ty) = Y ta(z)f(x]0)

= 0xf(0l0)+2x f(1]0)+5x f(21]0)
6(6 + 15)
20

ve

E(T}) = > ti(x)f(z]0)

= 0x f(0l0)+4x f(1]0)+25x f(2]9)
6(176 + 15)
20

olarak bulunur. Yan b(T})
b(Ty) = E(Ty) — 0

_ 9(6=5)

- 20

ve varyans V(Ty) = %(170 +15) — (%)2 (6 + 15)% olarak elde edilecektir. Buradan T, tahmin

edicisinin H K O’sunun

HEO(T,) < 15 =0)3+20)

oldugu gortliir.

Ts tahmin edicisi igin de benzer olarak beklenen degerler E(T5) = (25 — 0)/20, E(T2) = 6(76 +
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65)/20 ve yan b(Ts) = (5 — 0)/20 olarak heasplanir. T5 tahmin edicisinin varyansi

2
V(Ts) = 2%(79 +65) — (290) (25 — 0)*

dir. Ty tahmin edicisinin H K O’sunun

HKO(Ts) = 2% (65 — 236 + 26°)
_0(6—5)(20—13)
B 20

oldugu bulunur. Tahmin edicilerin ikisi de yanhdir. Varyanslari, yanlar1 ve H KO fonksiyonlar1 da

benzer olmakla birlikte biri digerinin 6 ekseninde 6telenmisi olarak yazilacaklardir.

Diger taraftan 7' tahmin edicisinde X = 1 gozlemlendiginde tahmin degerinin 2 mi yoksa 3 mii
olmas1 gerektigi sorgulamasinin yaratacagi karmaganin Oniine gecilmek istenirse iki sade tahmin
edici kullanilarak ve tistelik yansiz da olacak gekilde yeni bir tahmin edici tanimlanabilir. Bu Ty ve

T5 tahmin edicilerinin uygun olarak rasgelelegtirilmesi (karmasinin) ile olanakhdur.

Ornek (Karma (rasgelelestirilmis) yansiz tahmin edici). Bulunacak karma ve yansiz tahmin edici
T* ile gosterilsin. Ty ve T5 tahmin edicileri ile yalnizca X = 1 gozlemi yapildiginda 6 icin tahmin
farkli tahminler yapildigi ve T* i¢in E(T*) = 6 olmas1 gerektigi hatirlansin. Bulunacak karma
tahmin edici

T* ~ [Th, Ty, T3, Ty, Ts, T, -+, T216](0, 0,0, 0, p, 1—p, 0, -, 0)

dir. O halde E(T*) = 6 olacak olasilik dagilimi bulunacaktir. Bunun igin yukarida elde edilen
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E(Ty) ve E(Ts) beklenen degerleri kullamlarak

E(T*) = E@Ti+(1-p)T5)
= pE(Ty) + (1 - p)E(T5)

= p(E(Ty) — E(T5)) + E(T5)
62(2p — 1) + 6(25 — 10p)
20

olmasini saglayan p € (0, 1) degerini bulmak i¢in yukaridaki son iki satirn esitligi

6(2p—1)—5(2p—1)

=0
20

olarak yeniden diizenlenir. (6 — 5) sabit olmak iizere (6 —5)(2p — 1) = 0 esitliginden p = 1/2 olarak
bulunur. O halde #’min yansiz tahmin edicisi 7;’in 1/2 olasilikla veya T5’in 1/2 olasilikla rasgele

belirlendigi T tahmin edicisidir ve karar fonksiyonu formunda

0 X =
T"(X) =4 3olasiikla2veya J olasiikla3 , X =1
5 X =

olarak yazilabilir.

T*, hilesiz bir para kullanilip tura geldiginde T, aksi halde T5 tahmin edicisi kullamilarak uygu-
lanabilecegi gibi X = 0 gozlendiginde 6 =0, X =2 gozlendiginde 6=5 X=1 gozlendiginde
ise hilesiz bir para kullanilip tura geldiginde 6 =2 yaz1 geldiginde 6 = 3 tahminleri yapilarak da

uygulanabilir.
T* tahmin edicisi yansiz ve varyanst V(T™*) = 80(5—6)/20 oldugu igin HKO(T*) = V(T*) olacaktur.

Soru. T* tahmin edicisinin beklenen degerini bularak yansiz oldugunu gosteriniz ve V(T™*)1

hesaplayiniz.
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Not. Daha 6nce yapildig: gibi tahmin edicilerinin R(6,t) risk fonksiyonlarinin ¢izimi 6 € [0, 5] i¢in

yapilmistir.

Ornek (Torbada 5 bilye 6rnegine devam). 6’nin daha 6nce verilen 77 tahmin edicisi yansiz olmayip
E(Ty) =160/20 ve HKO(Ty) = 6(6 —0)/5 oldugu bilinmektedir. Yansiz T* tahmin edicisi ile yanlh
T3 tahmin edicisinin (karesel kayip fonksiyonu altinda riskleri) H K O’lar Sekil’de kargilagtirilmigtar.
T; tahmin edicisi yanlh olmasina kargin parametrenin gercek degerinin 6 = 5 olmas1 diginda olmak
lizere yansiz T* tahmin edicisinden daha kiigiik H K O’suna sahiptir (Not: Orneklem cap1 n = 2

igin!)
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Sekil 2.3: Torbada 5 bilye érneginde ¢'min Ty ve T™ tahmin edicilerinin R(6,¢;) ve R(0,t*)risk
fonksiyonlari.



