IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta XIII

Ders 1 : Sonsal Kayiplarla Bayes Tahmin Edicisinin Elde Edilmesi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalibv UC Berkeley EECS Bolimai 'nindiir.

Uyari: Bu ders notlar: formal yaynlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders disinda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, ¢ogaltilmas:, yayimlanmast yalnizca bu notlars

hazirlayan ve yazanin iznini gerektirir.

Parametrelerin minimaks ve Bayes tahmin edicileri de veri oldugunda karar fonksiyonlarimin se¢imin-
de izlenen yol kullanilarak elde edilir. Parametre tahminine konu olan ©® doga durumlar: uzay:
(parametre uzay1) pek ¢ok tahmin probleminde ikiden fazla eleman igerdiginden grafik yontemi
faydalanilamaz bir arag olmaktadir. Hatirlanacag1 gibi Bayes karar fonksiyonlarinin elde edilmesi
stirecinde Ly (d(x;), ;) beklenen sonsal kayiplarin kullanimiyla bu zorluk asilmisti. Torbada 5 bi-
lye 6rnegi, Bayes tahmin edicilerinin beklenen sonsal kayiplarin kullanimiyla elde edilmesine 6rnek
olarak verilecektir. T' = ¢(X) verilen bir parametre tahmin edicisi olmak iizere Bayes kaybimi daha

once herhangi bir d karar fonksiyonu igin yazilmig olan ve bunu beklenen sonsal kayiplarla olan

B(T) = ZR(eivd)g(gi)
i=1

k m
= D> U0, t(w;)h(0i |z;)P(x;)

j=11i=1

k m
= D> (U0 twy)h0; |x5)} P ()

j=1i=1

k
= Z Ly (t(xj), z;)P(x;)

1-1



1-2 Ders 1 : Sonsal Kayiplarla Bayes Tahmin Edicisinin Elde Edilmesi

dir. Her x; gozlemi i¢in en kiigiik Ly (¢(x;), ;) belenen sonsal kaybin secimi ile Bayes kaybi en
kiigik olan Tp Bayes tahmin edicisine ulagilacaktir, tim 7" tahmin edicileri igin B(Tg) < B(T)

olacaktir.

érnek(Torbada 5 bilye 6rnegine devam). Beyaz bilye sayisinin Bayes tahmin edicisi T elde edile-
cektir. Herhangi bir tahmin edici T ile gosterilecek olup parametre uzayi - doga durumlar: uzayi -

icin verilen 6nsel dagilim

9(0)
6=06;, |0 1 2 3 4 5
— T 2 3 2 1 1
PO=9 ‘ 10 10 10 10 10 10

olarak segilmistir. Kayip fonksiyonu da daha 6nce verildigi gibi [(6;,a;) = (a; — 6;)? karesel olsun.

Sirasiyla X’in marjinal olasilik fonksiyonu P(x) = P(X = x), her z; gbzlemi kosulu altinda h(6; |x; )
sonsal dagilimlar ve herhangi bir tahmin edicinin bir z; gézlemi i¢in beklenen kayip Ly, (t(z;), z;) =

Ly(ai,xj),i=1,2,---,6 degerleri elde edilecektir.

X r.dnin marjinal dagilimi i¢in P(X = 0) olasilig:
P(X=0) = Y P(X=0,0=0,)
i=1

5
= ) P(X=0[6=06,)P(0 =0,

5

B SELILE P
1=1
_ (5_03(4_0)><i+(5_1)(4_1)x3+(5_2)(4_2)x3
0 10 20 10 20 10
5-3)4-3) 2 (-44-4 1 (-5(4-5 1
+ 20 “T0" 20 T 20 “ 10
33
= 100

olarak elde edilir. Benzer olarak P(X = 1) ve P(X = 2) olasiliklar1 da hesaplandiginda marjinal

dagilim olasilik dagilimi
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P(z)
X=z |0 1 2
33 42 25
PX=2 | 1% 16 100
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olarak elde edilir. Asagida tim X = z; gbzlem degerleri kosulu altinda elde edilmis h(6|z;) sonsal

dagilimlar: verilmistir. Asagida sadece h(f2|1) = h(1]1) olasihginin hesaplanmas: verilecektir:

PO=1|X=1) = h(11)
PO=1,X=1)
P(X=1)
_ P(X=1|6=1)P(0=1)
B P(X=1)
2x(5—2) 2
_ 20 10
12
100
_ 4
21
h(610) h(6]1)
6 =0 0 1 2 3 4 5 6 =0 0 1 2 3 4 5
PO=4X=0) ‘ # » 3 3 0 0 PO=4X=1) ‘ 0 st a1 a1 3 O
h(6]2)
6 =0 o0 1 2 3 4 5
PO=0x=2 [0 0 % % % =
Verilen sonsal kayiplardan yalmzca L, = (t(x;),z;) = Lp(as,1)’nin hesaplanmas: verilecektir.

Hesaplar yapilirken [(6;,a;) = (a; — 6;)* kayip fonksiyonu i¢in daha once verilen kayip fonksiy-

onu tablosu kullanilacaktir. Ly (a3, 1) sonsal kaybi gosterimininde a3 eylemi i¢in 6 = a3 = 04

oldugu, bu nedenle Ly (03,1) olarak gosteriminin de kullanmilabilecegi hatirlanmalidir. X = 1 gézlemi



1-4 Ders 1 : Sonsal Kayiplarla Bayes Tahmin Edicisinin Elde Edilmesi

_ 22 9 18 49 102 177
X =0 11 11 11 11 1 1

=1 42 17 6 9 206 57

- 7 7 7 7 7 7
X =9 412 241 120 49 28 57

yapildiginda bilinmeyen 6 parametresi i¢in ¢(1) = 3 = 2 tahminin yapilmasi halinde sonsal kayip

Li(t(1),1) = Ly(as, 1)
= Ln(0s,1)
= U(as,01) x h(01 1) + L(as, 01) x h(B1 |1) + U(az, 61) x h(61 |1)
+ U(as,01) x h(01 1) + U(as, 01) x h(61 1) + U(az, 1) x h(61 |1)

4 9 6 2
= 4 1x — — 4+ 1Xx —+4x —
x 0+ ><21+0><21+ ><21+ ><21+9><0
6

7

olarak hesaplanacaktir.

Yukarida herhangi bir parametre tahmin edicisi 7’nin Bayes kayb1 B(T') = 2521 Ly (t(xj), z;)P(x;)

olarak ifade edilmigti. B(7)'nin en kiiciik olmasinin her bir z; gézlem degeri igin Ly (t(x;), z;)
degerlerinin en kiigiiklerinin belirlenmesiyle olanakli oldugu sonucuna varilmigti. Yukaridaki sonsal

kayiplar tablosundan da anlagilabilecegi gibi | = 1,2, 3,4, 5,6 icin

IN

Lh(a270) Lh<al70)
Lip(as,1) < Lp(a,1)

Lyp(as,2) < Lp(a,2)

dir.
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Boylece X = 0 gozleminin yapilmas: halinde as = 65 = 1, X = 1 gozleminin yapilmas: halinde
az = 03 = 2 ve X = 2 gozleminin yapilmasi halinde de a3 = 65 = 4 tahmininin yapilmasinin sonsal
kayiplar: en az yapacagi goriiliir. O halde bilinmeyen 6 parametresinin verilen 6nsel dagihim altinda

Bayes tahmin edicisi

1 ,X=0
Tp=4 2 ,X=1
4 X=2
dir. Bu tahmin edicinin Bayes riski
k
B(Tp) = Y Lu(ts(x;), ;) P(x;)
j=1

—  Ln(tp(0),0) x P(X = 0) + La(tp(1),1) x P(X = 1)
+ Ln(t5(2),2) x P(X =0)
—  Ln(az,0) X P(X = 0) + Lu(tp(as), 1) x P(X = 1)

+ Ln(ts(as),2) x P(X =0)

9 33 6 42 28 25
= X —F X — 4 = x —

11 100 7 100 25 100

91

100

dir. T tahmin edicisinin risk fonksiyonu her 6 € {601,605, 03,04, 05,65} igin
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RO.t5) = E(0,t5(X)?)
= i)l(@,tB(xj))ng(X:;E)
a0~ EE=0 () 260
+(t0(2) - 0?20

(1L-02G-0)E—6)  (2-62206-6)

20 20
(4—6)20(0 — 1)
20
— 1— iﬁ + 3;02 — f
4 4 10

dir. Karesel kayip fonksiyonu kullanildig i¢in tahmin edicinin HKO(Tg)’ ye esittir. Tahmin

edicinin beklenen degeri

3
E(Tg) = Y tp(z)Py(X =ux)
=0
_ o Bo0u-0 , 206-0)  60-1
20 20 20
_ LT
20 20

olup yanli bir tahmin edicidir. Yanin karesi

1

b (Tg) =
(Ts) 100

(20 — 136 + 6?)

Degerlendirme yapilirken 6rneklem ¢apinin yalnizca n = 2 oldugu hatirlanmalidir.
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Ders 2 : Karar Verme Problemi Olarak Istatistiksel Hipotezlerin Testi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Istatistiksel hipotezlerin testi sadece iki eylemin yer aldig1 tipik bir karar verme problemi olarak
ele almabilir. Istatiksel hipotezlerin testi kapsamh bir icerige sahip olmasima karsm bu alt baghkta
sadece dagilm parametrelerine iliskin basit hipotezlerin testi konusu ele alinacaktir. Istatistiksel
hipotezlerin testi de 6nceki konularda oldugu gibi 6ncelikle rasgele gbzlem kullanilmadan ele alinabilirdi
ancak buna gerek duyulmadi ve rasgele gozlemlere dayali olarak verilmeye cahgildi. Istatistiksel
hipotezlerin testinde de gbzlemi yapilan rasgele degiskenlerin doga durumlari ile ilgili oldugu diisiiniilecektir.
Bu nedenle doga durumlarinin uzay1 parametre uzay1 © olacaktir. Eylem uzay1 A = {A, B} olarak
gosterilecektir. Eylemler rasgele degisken gozlemleri tizerinde tanimlanan karar fonksiyonlar: ile
belirleneceginden eylemler rasgele olaylar (Hy1 reddedememek veya H;’i kabul etmek) olacaktr.
A eylemi daha once deginildigi gibi Hy yokluk hipotezini reddedememek anlaminda Hy’1 kabul
etmek eylemini gosterecektir, bu eylemin gerceklesmesi halinde rasgele degisken 0 degerini ala-
caktir; B, H; alternatif hipotezini kabul etmek eylemini gosterecektir, B eyleminin gerceklesmesi
halinde rasgele degisken 1 degerini alacaktir. © da yer alan elemanlardan yalnizca bir ’nin doganin
durumu oldugunun ifade edilmesi basit hipotez olarak adlandirilir. Hipotez testine konu olan
doganin durumu gergekte @ ise bu hipotez dogrudur denilir. Doganin durumunun birden fazla # dan
biri olabileceginin ifade edildigi hipotez ise karmasik (composite) hipotez olarak adlandirilir.
Doganin gercek durumu karmagik hipotezde igerilen doga durumlarindan biri ise- hipotez testine
konu olan parametresi bunlardan biri ise- hipotez dogrudur denilir. © = ©¢JO1, ©p(1©1 = 0
olmak tizere dagihm parametresine iligkin yokluk ve alternatif hipotezler sirasiyla Hy : 0 € O,
H, : 0 € ©, olarak ifade edilirler. Hy ve H; basit hipotezler ise stz konusu karar problemi doganin
O = {6p,01}, ©9 = {6o}, ©1 = {01} olan iki durumunun oldugu ve iki eylemin oldugu bir karar

problemidir. Rasgele gozlemlerin olmasi halinde karar fonksiyonu test istatistigi olacaktir. Bir karar
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probleminin tanimli olabilmesi icin kayip fonksiyonu da tanimli olmalidir.

Kayip fonksiyonu © herhangi bir parametre uzay1 ve a € A = {A, B} eylemi i¢in (6, a) kaybi #’nin
bir fonksiyonu olacaktir ve karar vericinin yapabilecegi iki eylem ile tamimlanacaktir: A eylemi
igin 1 (0,A) = a(f) ve B igin [(0,B) = b(#). Kayip fonksiyonu verilecek yanhg karar1 kayipla
sonuglandiracak gekilde tanimlanmalidir. Dagilim parametresi i¢in tipik bir hipotez testinde bu
durum Sekil’ de yansitilmigtir. Hy i dogrulugu bilindiginde dogru eylem A olacak, B eylemine
gore kayip daha az; Hqin dogrulugu bilindiginde dogru eylem B olacak, A eylemine gore kayip daha
az olmalidir. Her eylem i¢in kayip fonksiyonunu doga durum uzayini iki kiimeye ayiracaktir: #’nin
Hj hipotezi ile ortaya konulan kiimede yer almasi halinde her § € ©qy parametre degeri icin Hg’1
kabul etme eylemi igin a (6) < b(6) olmalidir, benzer olarak her § € ©; parametre degeri igin H;1

kabul etme eylemi igin b (6) < a (#) olmahdur.

(6,a)
=3
=

o9

Hy:0 € © Hi:0€ 06,

Sekil 2.1: Istatistiksel hipotez testlerinde kullanilabilecek kayip fonksiyonlar: ve iglevleri.

Bayes ilkesinin kullanildig1 karar verme problemlerinde kayip ya da pigsmanhk fonksiyonunu kul-
lanilmasiyla verilecek kararin degismedigi biliniyor. Bu nedenle Bayes ilkesinin kullanilacag: hipote-
zlerin testinde kayip fonksiyonu yerine pigmanlik fonksiyonu ile ¢aligmak degerlendirme yapmay1
kolaylagtiracaktir. Pigmanlik fonksiyonunun olusturulmasinda agagidaki kayip fonksiyonu

tablosu dikkate alinsin:
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1(0,a)
A B
Hy:0€0, 1(0,A) 1(0, B)
Hi:0c0; 16,A) 1(0, B)

Pigmanlk fonksiyonunun tanimi ve 6 € Oy icin 1(6, A) < I(8,B) ve 8 € O i¢in (0, B) < (6, A)

oldugu kullanilirsa pismanlik fonksiyonu agagidaki gibi elde edilecektir:

r(0,a)
A B
Hy:0 €0 0 1(0,B)—1(6,A)
Hy:0€0; 1(0,A)—1(0,B) 0
Yalnizca iki sade eylem oldugundan
0 , Hy dogru
r(0, A) = 0o
a(f) —b(0) ,H; dogru
ve
b(0) —a(0) ,Hydogru
oy 4 MO —al0) Ho dog

0 , Hy dogru

olarak da yazilabilir.

Pigmanlk fonksiyonu daha da basit yazilabilir. § € O¢ igin I(6,A) =0, § € O icin (0, B) = 0, ve

a € A= {A, B} olmak iizere her 6 igin [(6,a) > 0 olarak tammlanmig ve 6 € O i¢in (0, B) = b(f)
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ve § € ©7 igin (0, A) = a(0) ise r(0,a) asagrdaki tabloda verildigi gibi olacaktir:

Hy:0 €0 0 b(9)
Hy:0€ 0, a(&) 0

Hipotezler hemen sonra ele alacagimiz gibi hipotezler Hy : 6 = 6y, H; : 6 = 67 basitse a > 0 ve

b > 0 olmak iizere pigmanlik fonksiyonu agagidaki gibi yazilabilir.

r(6,a)
A B
Hy:0=10, 0 b
Hi :0=0, a 0

Buraya kadar istatistiksel hipotez testlerinden bildik olan I.tip « ve Il.tip § hatalarindan sz
edilmedi. Bu hatalarin pismanlik fonksiyonu ile tanimlanacag ileride goriilecektir. I.tip o hatasinin
gercekte dogru olan H hipotezinin kabul edilmemesiyle (B eylemiyle) yasanacak pigsmanhk degeri
b ile ve I1.tip 8 hatasimin gercekte dogru olan H; hipotezinin kabul edilmemesiyle (A eylemiyle)

yasanacak pismanlik degeri a ile ilgili oldugu anlagilacaktir.

Aciklama. Bu ifadelede daha 6nceki bildik . .. verilen o anlamlilik diizeyinde... 7 ifadesi yoktur.
Hipotezlerin testi konusunda istatistiksel karar teorisinde, klasik istatistik teorisinde olmayan bir
simetri oldugu goriiliir; karar teorisinde her iki hipotez de ayni rollere sahiptir. Klasik istatistik
teorisinde her iki hipotez ayni rollere sahip degildirler, test Hy hipotezinin dogru oldugu varsayimiyla

gergeklegtirilir.

Parametre degerlerine iligkin basit hipotezlerin istatistiksel testinin bir karar problemi olarak tanimlanmasini
saglayacak unsurlar tamimlanmig bulunuyor. Basit hipo- tezlerin istatistiksel testi bir karar prob-

lemi olarak ele alinabilir. Gozlemlerin hipotezlerin test edilmesindeki karar siirecine katilmasi karar
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fonksiyonlarinin uygun olarak tanimlanmasiyla olanakli dir.

Tanim. X rasgele gozlemlerine dayali olarak Hgin red edilmesi eylemi B’ye yol agan gozlemler

kiimesi testin kritik boélgesi olarak adlandirilir. Testin kritik bolgesi C ile gosterilecektir.

Tanmim. X rasgele gozlem degerleri iizerinde tamimli karar fonksiyonu test istatistigi olarak

adlandirilir. Test istatistigi 7'(X) ile gosterilecektir.

Kritik bélge ve test istatistiginden biri digerini karakterize eder. C kiimesi biliniyorsa test istatistigi;

test istatistigi biliniyorsa C' kiimesi biliniyor demektir.

X rasgele degigskeninin alabilecegi sonlu m sayida deger varsa yalmzca iki sade eylemden biri A ya da
B yapilabileceginden 2™ tane (sade) karar fonksiyonu tanim-lanabilir. Bu karar fonksiyonlarindan

her biri Hy'in H;’e kars: testinde kullanilabilir.

Ornek. Doga durumlari uzay1 © = {0, 0} olmak iizere, doga durumlar ile ilgili oldugu diigiiniilen
X rasgele degiskeni 1,2, , &, degerlerini alsin ve f(x,0) = Py(X = x) olasilik fonksiyonuna

sahip olsun:

f(z,0) = Py(X =x)

X=u E2 o T
P90 (X = xl) P1 D2 c Pm
Py (X = ;) 1 9 . Tm

Hy : 0 = 0y hipotezi Hy : § = 6, hipotezine karsi test edilecektir. Her doga durumunda sade

eylemlerin pismanlhigini gosteren pismanlik fonksiyonu tablosu agagidaki gibidir:

r(6,a)
A B
H() 10 = 90 0 1

H1:0:01 2 0
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Herhangi bir test istatistigi (karar fonksiyonu) gozlem degerlerinin herhangi bir alt kiimesi {z;} C

{x1,29, -+ ,Zm} olmak iizere

1 7X€{SCZ‘}

T(X) =

dir. Burada kritik kilme C' = {x;} dir. X rasgele degigkeninin (istatistiginin) gézlem degeri {z;}
kiimesi iginde yer aldiginda B eylemi, gozlem degeri {x;} kiimesi iginde yer almadiginda A eylemi
vapilacaktir. Yapilacak eylem rasgele gozleme gore yapildigindan yapilacak eylem de rasgele ola-
caktir; eylem B ise rasgele degigsken olarak T'(X) istatistigi 1 degerini aksi halde 0 degerini alacaktar.

Burada C = {x;} alt kiimesinin veya {x1, 2, - , 2} olabilecegi hatirlanmahdir.

Not. Gozlemi yapilarak hipotez testi gerceklestirilecek olan rasgele degisken daha 6nceki konularda
oldugu gibi sonlu k sayida deger alacaktir. S6z konusu X rasgele degiskeninin > | X7, X, vb. bir

istatistigi temsil ettigi, x; gozlenen degerlerinin de bu istatistigin degerleri oldugu goriilecektir.

Verilen bir test ile ilgili oldugu kritik bolge C' aym kararlara isaret edecekler ve ayni iglevlere sahip
olacaklardir. Bu nedenle bir test istatistigi, T = ¢(X) ile buna karsiik gelen C kritik bolgesi
i¢in verilen bir § € © doga durumunda risk fonksiyonu (ya da beklenen pigsmanlik) degerlerine
hesaplanabilecek ve

R(0,t) = R(0,C)

olacaktir. Bu nedenle risk fonksiyonu igin iki notasyondan biri anlagilabilirlik gozetile- rek kul-

lamilacaktir.

Bundan sonraki konularda Bayes ilkesinin kullanimina uygun olarak X rasgele degiskeninin 6
parametreli olasilik fonksiyonu Py(X = z) = f(x;6) kosullu olasilik fonksiyonu olarak anlagilacak

ve Pp(X =)= P(X =xz|0) = f(x|0) olarak kullanilacaktir.
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