IST 304 Istatistik Karar Kurami ve Yéntemleri Hafta XIV

Ders 1 : Olabilirlik Oram Test Istatistigi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Not: LaTeX ders kalby UC Berkeley EECS Bélimii nindiir.

Uyart: Bu ders notlary formal yayinlarin tabi oldugu kanun, yonetmelik, kural ve esaslar disindadar.
Ders disinda herhangi bir sekilde kopya edilmesi, cogaltilmasi, yayimlanmast yalnizca bu notlar

hazirlayan ve yazanin izninig gerektirir.

Karar fonksiyonlar1 kiimesi i¢inden bir test istatistigini kullanarak A eylemine karar vermek ancak
rasgele ornekleme ait gozlem veya gozlemlerin C kiimesinde yer almasi ile olanakhdir. 6 doga

durumu altinda karar vericinin A eylemini yapma olasilig

P(X¢Cl0)=1-P(X €C|0)

dir. 0 doga durumu kogulu altinda X’in olasilik fonksiyonu f(z |6) kullanilarak bulunabilir. Bir test
istatistiginin kullanilmasiyla C kritik kiimesine gore A ya da B eylemlerinden birinin yapilmasina
karar verilecektir. Bu durumda verilen bir 6 € © ve test istatistigi veya belirledigi C kritik bolgesi

icin risk fonksiyonu basit veya karmagik hipotezler icin

R(0,C) = (0, A)(1 — P(X € C|0)) + (0, B)P(X € C'|0)

olacaktir. 6 € O olmasi halinde yukarida verilen pigmanhik fonksiyonunda r(0, A) = a(f) ve

r(60, B) = b(6) igin

R(0,C) = 0x(1-P(XeClf))+b0)P(X €C)

— bOP(X eC9)
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ve 6 € O olmasi halinde

R(0,C) = a(@)(1—P(XeC|0)+0xP(XeC|0)

a(@)(1— P(X € C|9))

olarak elde edilecektir. C kritik bolgesiyle belirlenmis test istatistiginin risk fonksiyonu 6zetle

b(OP(X e C|0 ,Hp: 0 € Oy dogru ise
R(6,C) = (0)P( 10) 0 0 g
a(@)(1-P(X eC|0)) ,H;:0€©; dogruise

seklinde yazilabilir.

Tamm. 6 € O i¢in P(X € C|0) Hy hipotezini reddetme olasiliklarimin fonksiyonu

m(0) = P(X € C|0)

C kritik bolgesiyle belirlenen test istatistiginin gii¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

Kayip fonksiyonu ve test istatistigine ait gii¢ fonksiyonunun bilinmesi teste ait risk fonksiyonunun

hesaplanmasi igin yeterlidir.

Hy : 0 € ©g dogru iken P(X € C'|#) =0 ve H; : 6 € ©1 dogru iken P(X € C|0) =1 olan bir test
istatistigi bulunmus olsayd: kugkusuz ideal. Boyle bir durumda risk fonksiyonu her doga durumu
icin

0 ,Hp:0 € 0y dogru ise

R(6,C) =
0 ,H;:0 € 0, dogru ise

olurdu. Boyle bir test istatistigi ideal test istatistigi olarak adlandirilirsa bu test istatistiginin
gl¢ fonksiyonu da
1 ,H;:60¢€ 0 dogru ise

(@) =P(X eC|9) =
0 ,Hp:0 € 0Oydogru ise
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ideal gii¢ fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.

Basit hipotez durumu ve ilgili pismanlik fonksiyonu dikkate alindiginda doga durumlar: uzay: © =
{6, 01} olmak tizere ©g = {0y} ve ©1 = {61} olacaktir. Bu durumunda C kritik bolgesiyle belirlenen

test istatistiginin 0y ve 61 doga durumlarinda risk fonksiyonu

bP(X € C|0 ,Hy:0 =0y dogru ise
p0.C) — (XeCW)  Hy:0=0 dog
a(l-P(X eCl0)) ,Hy:0=0; dogru ise

Bu da 6 = 6, icin

R(6p,C) = bP(X eClby)
= b7r(90)
ve § = 0 i¢in
R(6p,C) = a(l-—P(X e€Clb))
= a(l—7(61)

dir. Basit hipotezlerin varliginda gii¢ fonksiyonunun aldigi degerlerden

o = 7T(90)

mn L.tip hata

ve

B=1-m(61)
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in IL.tip hata olduklarina dikkat edilirse risk fonksiyonu

ba ,Hy:0 =0y dogru ise
R(6,C) = 0 o dog
afB ,Hy:0 =07 dogru ise

olarak yazilacaktir. Bu anlamda pigsmanlik fonksiyonu tablosunda a = b = 1 olmasi halinde test
istatistigine ait risk fonksiyonu degerlerinin 6y ve 6; doga durumlarinda sirasiyla testin

I.tip ve II.tip hatalarina esit olduklar: goriiliir.

X istatistigi m degisik deger alan kesikli bir rasgele degigken olmak {izere bu istatistige ait f(x[0)

olasilik fonksiyonu 6 € ©g i¢in

fo(z) = f(z]) = P(X =20 =06)
ve 0 € O icin

fi(z) = f(z]61) = P(X =x[0 =6))

olarak gosterilecektir. Basit hipotezler durumunda da ayni gosterim kullanilacaktir.

Yine basit hipotezler durumunda parametre igin g(6) énsel dagilim gy = g(6p) = P(6 = ) ve
g1 =g(01) = P(6 = 6) ile gosterilecektir.

Boylelikle X’e ait marjinal olasilik fonksiyonu

i
B
[
i
»
[
o
I

> P(X ==x|0=0;,)P(0 =0,
i=0

gofo(w) + g1f1(x)

ve sonsal dagilimlar da sirasiyla

_ gofo(z)
P(x)

h0<9|.’L‘):P(9:00‘X:J})
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ve

_ 91h(=)

olarak yazilacaktir. Daha 6nceleri r tane doga durumu var oldugunda kayip fonksiyonu icin tanimlanmaig

olan verilen X = x gézlemi igin verilen d(X) karar fonksiyonuna ait

r

Li(d,x) = 1(0;,d(x))h(0; |)

i=1
beklenen sonsal kaybi ve her X = z; gozlemine ait beklenen sonsal kayiplar1 kullanilarak elde

edilen Bayes kaybi

B(d) = ZLh(d, z;)P(x;)

yalnizca iki doga durumunun oldugu ve pigmanlik fonksiyonu kullanilarak test istatistikleri igin

yeniden diizenlenebilirler. Test istatistikleri i¢in beklenen sonsal pismanlhig gosterimi biraz degigecektir.

h(f |z ) sonsal dagilimi altinda verilen T(X) = t(X) test istatistigi test istatistiginin belirledigi C
kritik bolgesi igin Ly (t, z) gosteriminde verilen ¢(X) i¢in X = x gozlemi yapildiginda ya A eylemi
yapilacak ya da B eylemi yapilacaktir, eylem sonuglari rasgele degiskenler olarak sirasiyla ya 0 ya da
1 degerini alacaktir. Bu halde Ly(t, x) gosteriminde ¢ yerine C kritik bolgesi kullamlacak, ¢(X)’in
aldig1 deger yapilan eyleme gore h yerine alt taki olarak 0 ya da 1 olarak kullanilacaktir. Verilen
X = z gozlemi igin T'(X) test istatistigi veya belirmig oldugu C kritik bolgesi igin A ve B eylemleri

yapilmasi halinde beklenen sonsal pigmanliklar sirasiyla Lo(C, x) ve L (C, z) olarak gosterilecektir.

Kayip fonksiyonu yerine pigmanlik fonksiyonu kullamildiginda beklenen sonsal pis- manhk verilen

bir Ckritik bolgesi icin X = x gozlemi yapildiginda A eylemine yapilirsa (Hy kabul edilirse)
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ZT(GmA)h((% )

=0
= 7‘(90,14) h()+7‘(91714) hl

L()(C, .’ﬂ)

= 0x ho + ah1
agi f1(z)

P(z)

dir. Benzer olarak X = z gozlemi yapildiginda B eylemine karar verilirse (H; kabul edildiginde)

beklenen sonsal pigmanlik

L1 (C, Jf)

I
(-

=
o
5

=
—~
IS
E)
~—

= bxhyg+0xh

bgo fo(x)
P(x)

dir.

Verilen her X = x gozlemi i¢in beklenen sonsal pigsmanhklara bakilarak hangi eyleme karar
verildiginde beklenen pigsmanhgin daha az olacag: belirlenebilir. A ya da B eylemlerinden hangisinin
sonsal beklenen pigmanlig: kiiciikse yapilan gozlem i¢in Bayes eylemi olacaktir: Lo(C,x) > L1(C, x)
ise Hy reddedilir, Li(C,z) > Lo(C, z) ise Hy kabul edilir L;(C,z) = Lo(C, z) olmas: halinde hangi
eylemin yapilacagi karar vericici agisindan énemli degildir. O halde Lo(C,x) > L1(C,x) olmasi

daha agik yazilirsa

agifi(z) _ bgofo(z)
P(x) P(x)

olacak bu esitsizlik sabitler bir tarafta, X = = gozlemine bagh olanlar diger tarafta olacak sekilde
yeniden diizenlenirse fo(x)/f1(z) < agi/bgo olarak ifade edilebilir. Esitsizligin sag tarafi bir sabit
olacaktir, bu sabit K ile gosterilsin. Bu esitsizlikle fo(X)/f1(X) istatistigi ile fo(X)/f1(X) < K

oldugunda Hy'mn reddedilmesi karar kurali, test istatistigi belirlenmisg olur. Boylece karar kuralini
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saglayan X = x gozlemlerinin kiimesi, kritik kiime

C=A{zi: fo(z:)/fr(z:) < K}
olarak belirlenir. Olugturulan karar kural bir Bayes test istatistigidir, bu test istatistigi icin A(X) =
fo(X)/f1(X) < K gosterimi kullamlacaktir.

Tanim. A(X) oram olabilirlik orami, A(X) < K test istatistigi de olabilirlik oram test

istatistigi olarak adlandirilir.

O halde Bayes testleri olabilirlik oran testleridir, bu nedenle de birkag 6zel durum diginda,

kabul edilebilirlik 6zelligine sahiptir.
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Ders 2: Olabilirlik Oran ve Bayes Test Istatistigi

Dersi anlatan: Ihsan Karabulut Notlar, yazan: Ihsan Karabulut

Ornek. Hy : 8 = 6y basit hipotezi H; : 8§ = 6; basit hipotezine karsi test edilecektir. Bu
amagcla belirli bir 6rneklem c¢apina sahip Ornek g¢ekimi yapilmig, ornekleme ait X istatistiginin
alabilecegi degerler ve bu degerleri alma olasiliklar her iki hipotez altinda fo(x) = Pp, (X = x)
ve fi(z) = Py, (X = x) agagidaki gibi verilmistir. Bu tablonun son siitunda da ile A istatistiginin

alabilecegi degerler verilmistir.

Not. Hipotez testleri sadece parametre degerlerine iligkin degildir. Ornegin dagilima uygunluk, iki
yigin dagiliminin ayni dagihmli oluglari,vb. istatistiksel hipotezlerin testi s6z konusu olabilir. Bu
ornekte X = x4 ve X = x4 degerlerinin sirasiyla 0y ve 6; doga durumlarinda 0 olasilikli olduklar:
goriilityor. Ayni dagilim ailesinden olup bu degerleri alma olasiliklarinin 0 olmasi da s6z konusu
olmakla beraber, burada bu olasiliklarin ¢ok kiigiik olasilik degerleri oldugu da diigiiniilebilir. Bu

nedenle bu olasiliklarin sifira gok yakin olduklar: diigiiniiliip A (zg) = oo olarak tanimlanmigtir.

Pigmanlik fonksiyonu tablosu agsagidaki gibidir:

r(6,a)
A B
Hy:0=0q 0 1
Hy:0=0, 1 0

Rasgele degigkenin alacag gozlem degerlerinden () dahil olmak iizere 26 = 64 alt kiime belirlenebilir,
bu ayn1 zamanda 64 sade farkli test istatistigi olugturulabilir. Bu testlerin tiimiiniin dikkate alinarak

her biri igin (R(6p, C), R(61, C)) risk vektorii-risk fonksiyonu degerleri- kullamlarak tiim sade ya da

2-1
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X=z fo(z) filz) Az)= 2

f1(z)
z; 01 04 1/4
To 0.3 0.1 3
T3 0.2 0.1 2
Ty 0 0.2 0
x5 0.1 02 1/2
Te 0.3 0 o0

Tablo 2.1: Ornek probleme ait A(X) olabilirlik oranlar:

karma test istatistiklerine iligkin konveks kabuk elde edilip minimaks veya Bayes test istatistikleri
grafik yoluyla belirlenebilir. Bunun yerine konveks kabugun sadece kabul edilebilir test istatistik-

lerine iligkin bolgesi ile de yetinilebilir. Bunun i¢in agagidaki yol izlenecektir.

X = z degerleri i¢in olabilirlik oranlar1 hesaplanir ve kiigiikten biiyiige dogru sirala- nir. Ornek icin

A(x) degerleri agagidaki gibi siralanmigtir:

X:x‘m T1 Ty T3 X2 Tg

A(x) ‘ 0 1/4 1/2 2 3
X = x4 gozlem degerinin nn kiiciik olabilirlik oranina sahip oldugu goriilmektedir.

Buradaki tablodan A(z) in biiyliyen degerlerine gére 7 tane kritik bolge belirlenebilir. Bunlar
asagidaki tabloda yazilmigtir. 6rnegin A (X) < 0 igin kritik kiime agsagida C; = ) olarak verilmigtir.
A(X) < oo test istatistigi icin C7 = {z4, 21,25, 23,22, 26} , A(X) < 1/2 test istatistigi icin ise
Cs = {x4,21} oldugu goriilecektir. Kritik kiimelere verilecek numaralandirmanin higbir kurali
yoktur, 6nemi de yoktur. Belirlenen 7 kritik bolge disinda olanlar dikkate almmamstir. Ornegin,
1/4 < K < 1/2 olan K sabiti segildiginde test istatistigi, yada aym isleve sahip kritik kiime
degismeyecektir; bu aralikta ter alan K = 2/5 ile olugturulan A(X) < 2/5 veya K = 1/3 ile
olugturulan A(X) < 1/3 test sonucu verilen kararlar ve test istatistiklerine iligkin kritik bolgeler

ayni kalacaklardir.

Pigmanlik fonksiyonu tablosu degerleri « = b = 1 oldugundan herhangi bir C; kritik bolgesi (ya
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Kritik Bolge Kritik Bolgenin Elemanlar1t = R(6y,C;)  R(6o,C;)

Ch T4,21,T5, T3, T2, Te 1 0
02 T4,X1,T5,T3,T2 0.7 0
Cg T4,%1,T5,T3 0.4 0.1
04 L4,21,T5 0.2 0.2
05 Ty4,T1 0.1 0.4
Cs T4 0 0.8
Cr 0 0 1

Tablo 2.2: Kabul edilebilir testlere iligkin kritik bolgeler ve risk fonksiyonu degerleri.

da test istatistigi) i¢in risk fonksiyonu degerleri R(6y,C;) = a; ve R(6y,C;) = B; srasiyla I.tip ve

11 .tip hatalarina esit olacaktir:

«a; ,Hp:0 =60y dogru ise
R(9,C;) = ’ 0 o8
Bi ,Hy:0=0; dogru ise

dir. Cy kritik bolgesinin ya da denk olarak A(X) < 2 ise Hy hipotezinin reddedildigi test istatistigine

ait I.tip ve I1.tip hatalar ay ve 4 6rnek olarak agagida hesaplanmigtir.

Hy dogru oldugunda Hghipotezinin red edilmesi olasiligl ay bir gozlemin Cy kritik bolgesinde yer
almasi olasiligy ile aymdir. Ay = {X = a4}, A1 = {X =21} ve A5 = {X = x5} basit olaylan
gosteren ayrik kiimeler olmak {izere Cy = A4 J A1 | A5 olarak da yazilabilir. Boylece s6z konusu

olasilik

ay = P(X € Cy|Hy dogru)
— P(X €Cy1]0=06)
= PX=2110=6y)+P(X=x40=0y)+P(X =50 =0))
= 01+0.0+0.1

= 0.2

olarak hesaplanmig olur.
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H; dogru oldugunda ( Hy dogru olmadiginda) Hy hipotezinin reddedilememesi olasihig1 84 benzer

olarak

Bs = 1—P(Xe€Cy|H, dogru)
= 1-P(XeCy|0=06,)
= 1-(P(X=2110=6,)+P(X =240 =6,) + P(X =510 = 6,))
= 1-(04+0.2+0.2)

= 0.2

hesaplanacaklardir . ay, 84 hatalar: risk fonksiyonu degerleri (R, R2) = (0.2,0.2) dir. Diger kritik

bolgelerin «;, 8; hatalar1 yine risk fonksiyonu degerleri olarak Tablo’da verilmistir.

Verilen problemle ilgili olarak 26 = 64 tane sade karar kural olarak tanimlanan test istatistigi vardir.
Bunlardan birinin tarif edilmesi basit hipotezlerin testi i¢in kullanilan test istatistigi ile herhangi
bir karar verme probleminde kullanilan karar fonksiyonu arasinda fark olmadigi konusunda ikna

edici olacaktir.

Gosterimi kolaylagtirmak amaciyla Hy hipotezini reddetmek olan B eylemi 1, "kabul” etmek olan A
eylemi 0 ile gosterilsin. Test istatistigi yine bir karar fonksiyonu i¢in kullanildigy gibi d ile gosterilsin.

d karar fonksiyonu X = x gozlemine gore 0 ya da 1 degerini alan bir rasgele degisken olacaktur.

d(X)—1i,i=0,1

X=2—-{0,1}, z=2x1,29,...,%6

Ornegin d(zy) = 0,d(x2) = 1, d(zs) = 1, d(z4) = 0, d(x5) = 1, d(z¢) = 0 tammlana- bilecek 64
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karar fonksiyonundan biridir. Bu fonksiyon aligilagelen gosterimle

0 ,X=331

1 ,Xza?g

1 ,X=$3
d(X) =

0 ,X=1‘4

1 ,X:J)5

0 ,szg

olarak yazilabilir. Bu karar fonksiyonu yukaridaki Cj kritik bolgesi ile belirlenmis A(X) < 2

oldugunda Hj hipotezinin reddedildigi test istatistigine denk olan karar fonksiyonudur.

Not. Sade test istatistiklerinin herhangi bir karmasi da bir p = (p1,p2, -+ ,pe4) dagihmi kul-
lanilarak elde edilebilir. Elde edilen test istatistigi bir karma ya da rasgele test istatistigi olacaktir.
Ozellikle kesikli degerler alan rasgele degiskenlerin dagihmlarina ait parametrelerin testinde iste-
nilen o anlamlilik diizeyine sahip test istatistigi olugturmak igin rasgele test istatistikleri kullanmak

ozellikle 6rneklem c¢api kiigiik oldugunda bir arag olarak one gikar.

26 = 64 tane karar fonksiyonu i¢in risk fonksiyon degerleri (R;, Ry) belirlenip bunlarm R?’de
olusturdugu konveks kabuk elde edilebilir. Bununla birlikte hipotezlerin testi probleminde bu kon-
veks kiimeyi tiimiiyle elde etmek yerine yukaridaki yol izlenerek sadece verilmig bulunan olabilirlik
oran testleri ile bu konveks kabugun (gokgenin) kabul edilebilir testler (karar fonksiyonlar1) pargasi

¢izilebilir, kabul edilebilir karar fonksiyonlar: pargas: ekil’de yer alan grafikteki gibidir.

Kabul edilebilir test istatistiklerinden biri minimaks ya da Bayes ilkelerinden biri kullanilarak

secilecektir.

Parametrenin Hy hipotezinde belirtilen 6y degerini almas olasihigr g(6y) = 0.5 ve Hy hipotezinde
belirtilen 6; degerini almasi olasihig1 g(#;) = 0.5 olarak onsel dagilim belirlenmis olsun. Herhangi

bir C kritik bolgesine ait riskler Ry = R(fy,C), ve Ry = R(0;,C) olarak gosterilirse séz konusu
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R(61,T)

L0@ o

€1 R(og. T)

+ t @
0.8 1.0

Sekil 2.1: Test istatistiklerine iligkin risk fonksiyonu degerleri (R;, R2)’nin olugturdugu konveks
kabugun kabul edilebilir olabilirlik orani test istatistiklerinin yer aldigi pargasi.

test istatistiginin Bayes pismanlhik riski

B(p) g(00)R1 + g(01) R

= 05x R +0.5x%x Ry

olacaktir. 0.5 x R; + 0.5 x Ry = v dogrusu asagida Sekil’ de yer alan grafikte ilk olarak v =
0.1 segilerek ¢izilmigtir. Grafige bakilip bu dogrunun konveks kiimenin kabul edilebilir kesimine
destek olacag1 diigiiniilerek dogrunun yukar1 dogru kaydirilmas: ile ilk kez Cy kritik kiimesine ait
(R1, R2) = (0.2,0.2) noktasinda konveks kiimeye degecegi goriilebilir. Séz konu kaydirilmig dogru
0.5 x Ry + 0.5 x Ry = 0.2 dogrusu olacaktir.

O halde C} kritik bolgesi ile belirlenen A(X) < 2 test istatistigi verilen 6nsel dagilin altinda Bayes

test istatistigidir ve Bayes pismanhigi da 0.20°dir.

Ayni hipotez testi i¢cin minimaks test istatistiginin de ayni test istatistigi oldugu Sekil’den goriilmektedir.



Ders 2: Olabilirlik Oran1 ve Bayes Test Istatistigi 2-7

Ro

Cr

Sekil 2.2: Onsel dagilm g(6y) = 0.5, g(61) = 0.5 oldugunda Bayes testi A(X) < 2 veya ilgili kritik
bolge Cy olacaktir.

Soru. Yukarida verilen hipotez testi érneginde pismanlk fonksiyonu ve énsel dagihm g(6y) = 1/3,

r(0,a)
A B
H() : 0= 0(] 0 2
H :0=06; 3 0
g(01) = 2/3 olarak verilmis olsun. Bayes ve minimaks istatistiklerini elde ediniz ve pigmanlik

degerlerini hesaplayiniz.



