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Z / 3 = 0, 1, 2      dir.    

 Z / 4 = 0, 1, 2, 3     tür.     

 Z / 6 = 0, 1, 2, 3, 4, 5     dir.     

0 =  ..., -4, -2, 0, 2, 4, ...    ve  1 =  ..., -3, -1, 1, 3,...  dir.    

Z / 2 = 0, 1   olur.    

0, 1, 2, ..., m - 1  kümeleri m modülüne göre, kalan s›n›flar olsun.    

Buna göre, afla¤›daki aç›klamalar› yapabiliriz.

1. a ≡ b (mod m) ise a ve  b ayn› kalan s›n›f›na aittir.

2. a ≡ b (mod m) ise a ile  b nin fark›, m ile tam bölünür.

3. a ≡ k (mod m)  ve  0 ≤ k < m ise a n›n, m ile bölünmesinden kalan k d›r.

4. a ≡ 0 (mod m)  ise a say›s› m ile tam bölünür.

ÖRNEK 1.46

Tam say›lar kümesinin 3, 4 ve 6 ile bölünmesinden elde edilen kalan s›n›flar›n›n
kümesini ayr› ayr› yazal›m. 

ÖRNEK 1.47

Tam say›larda 2 ile bölündü¤ünde, elde edilen kalan s›n›flar›n› ve Z / 2 kümesini
yazal›m.

Kalan s›n›flar›:

b. Tam Say›lar Kümesinde  Modüle Göre, Kalan S›n›flar›n Özelikleri

1. Kalan s›n›flar tam say›lar kümesinin, ikifler ikifler ayr›k alt kümeleridir.

0 ∩ 1 = ∅, ...,  1 ∩ 2 = ∅, ..., m - 2  ∩ m - 1  = ∅  dir. 

2.  Kalan s›n›flar›n›n birleflimi, tam say›lar kümesini verir.

0 ∪ 1 ∪ 2 ∪ ...,  ∪ m - 1   =  Z   dir.    

3. Kalan s›n›flar›n›n hiçbiri, bofl küme de¤ildir.➠

➠

➠
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➠

c. Teoremler

Her a, b, c, d, x ∈ Z   ve   m, n ∈ Z+,  m > 1    için;

a ≡ b (mod m)  ve  c ≡ d (mod m) ise, 

1, a ± c ≡ b ± d (mod m)

2.   a . c ≡ b . d (mod m)

3.  a ± x ≡ b ±  x (mod m)

4.   a . x ≡ b . x (mod m)

5. an ≡ bn (mod m)

Bu teoremleri ispat etmeden, örneklerle do¤rulu¤unu gösterelim. 

ÖRNEK 1.48

54 ≡ 2 (mod 4) ve 69  ≡ 1 (mod 4) ise taraf tarafa toplarsak,

(54 + 69) ≡ (2 + 1) (mod 4)

123 ≡ 3 (mod 4)   olur.

ÖRNEK 1.49

29 ≡ 1 (mod 7) ve 33  ≡ 5 (mod 7) ise taraf tarafa çarparsak,

(29. 33) ≡ (1 . 5) (mod 7)

957 ≡ 5 (mod 7) olur.

ÖRNEK 1.50

524 say›s›n›, 7 ile bölünmesinden elde edilen kalan› bulal›m.

52 ≡ 4 (mod 7) 

54 ≡ 2 (mod 7) 

52 . 54 ≡ 4 . 2  (mod 7) 

56 ≡ 1 (mod 7) 

Buna göre, 524 say›s›n›n 7 ile bölünmesinden kalan 1 dir.

56 4 ≡ 14  (mod 7)      

524  ≡ 1  (mod 7)     

x
Taraf tarafa toplarsak                       
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➠

➠

ç. Kalan S›n›flar Kümesinde Toplama ve Çarpma ‹fllemleri

m, pozitif tam say› olmak üzere, m modülüne göre, kalan s›n›flar›n›n kümesi;          

Kalan s›n›flar› kümesinde, toplama ifllemi ⊕ sembolü ile, çarpma ifllemi   s e m b o l ü
ile gösterilir.

1.

2. 

ÖRNEK 1.51
Z / 5 kümesinde, toplama ve çarpma ifllemleri yaparsak,

ÖRNEK 1.52
Z / 7 kümesinde, toplama ve çarpma ifllemleri yaparsak, 

Z / m = 0,  1,  2,  3, ..., m - 1    dir.

     a, b ∈ Z / m oldu¤una göre,   

Toplama ifllemi :   a ⊕ b = a + b   dir.   

Çarpma ifllemi:  a  b = a . b     dir.    

Z / 7 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6   dir.  Buna göre, baz› say›lar için,     

3 ⊕ 5 = 3 +5  = 8  = 1    dir.   

6 ⊕ 4 = 6 + 4   = 10  = 3    tür.          

3  6 = 3 . 6  = 18 = 4  tür.      

5  4 = 5 . 4  =  20  =  6  d›r.           

1.

2. 

Toplama ifllemi :   2 ⊕ 4 = 6  =1  olur.    

Çarpma ifllemi:   2  4 = 2 . 4  = 8 = 3   olur.     

Kalanlar s›n›f› kümesindeki, 2 ve 4 say›lar› için,      

Z / 5 = 0, 1, 2, 3, 4   dir.    
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a, b, c ∈ Z / m olmak üzere, ⊕ ve   ifllemleri için afla¤›daki özelikler vard›r.  

  

d. Kalan S›n›flar Kümesinde Toplama ve Çarpma ‹flleminin Özelikleri

1. Kapal›l›k özeli¤i vard›r.

a ⊕ b = a   + b  ∈ Z / m     

a  b = a . b  ∈ Z / m   

2. De¤iflme özeli¤i vard›r.

a ⊕ b = b ⊕ a      

a  b = b  a       

3. Birleflme özeli¤i vard›r.

a ⊕ b ⊕ c   = a ⊕ b  ⊕ c      

a  b  c   = a  b   c   

4. Birim (etkisiz) eleman› vard›r.

0 ⊕ x = x ⊕ 0 =x       

1 x = x  1 = x     

Bu özelliklerden yararlanarak, (Z / m, ⊕) sistemi de¤iflmeli bir gruptur.

6.  iflleminin ⊕ ifllemi üzerinde sa¤dan ve soldan da¤›lma özeli¤i vard›r.

a   b ⊕ c  = a  b  ⊕ a  c   

a ⊕ b   c = a  c  ⊕ b  c    

5. Toplama iflleminin ters eleman› vard›r.

x ⊕ -x  = -x  ⊕ x = 0   x in tersi -x  dir.   
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ÖRNEK 1.53

Tablodan da görüldü¤ü gibi,

S›f›r›n çarpma ifllemine göre tersi yoktur.

ÖRNEK 1.54

Yukar›daki Örnek 1.53 de  çizdi¤imiz Z / 5 kalan s›n›flar› kümesinde, toplama ve
çarpma tablosundan faydalanarak, 

Z / 5 kalan s›n›flar› kümesinde toplama ve çarpma tablolar›na göre, 

Z / 5 = 0, 1, 2, 3, 4  kümesinde, toplama ve çarpma ifllemlerinin tablosunu      

yaparak, elemanlar›n›n terslerini bulal›m.     

⊕     0     1     2     3     4  

0     0     1     2     3     4   
1     1     2     3     4     0   
2     2     3     4     0     1    
3     3     4     0     1     2    

4     4     0     1     2     3    

    0     1     2     3     4  

0     0     0     0     0     0   

1     0     1     2     3     4   
2     0     2     4     1     3    
3     0     3     1     4     2    

4     0     4     3     2     1    

⊕ ifllemine göre, 

0 tersi 0;      1  in tersi  4 ;   2 in tersi 3 ;     3 ün tersi 2 ;     4 ün tersi 1 dir.   

  ifllemine göre,  

1  in tersi  1 ;      2 in tersi 3 ;     3 ün tersi 2 ;       4 ün tersi 4 dür.

2  4 ⊕ 4   ifadesinin sonucunu bulal›m.    

2  4 ⊕ 4  =  2    3  =  1   olur.   
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e. Çeflitli Örnekler

ÖRNEK 1.55

376 ›n 5 ile bölümünden elde edilecek kalan›n kaç oldu¤unu bulal›m. 

3 ≡ 3 (mod 5)

32 ≡ 4 (mod 5)

34 ≡ 1 (mod 5)

376 ≡ 1 (mod 5)

O halde, 376 ›n 5 ile bölümünde kalan 1 olur.

ÖRNEK 1.56

7124 ›n birler basa¤›ndaki rakam› bulal›m.

7 ≡ 7 (mod 10)

72 ≡ 9 (mod 10)

74 ≡ 1 (mod 10)

7124 ≡ 1 (mod 10)

Ayn› modüllü iki denklik taraf tarafa çarp›labilece¤inden, 

7124 ≡ 1 (mod 10)

72 ≡ 9 (mod 10)

7126 ≡ 9 (mod 10)

O halde, 7126 ›n birler basama¤›ndaki rakam› 9 olur.

34 19≡ 119  mod 5       

74 31≡ 131 mod 10      

x
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ÖRNEK 1.57

ÖRNEK 1.58

m bir do¤al say› oldu¤una göre, 132m +1  say›s›n›n 5 ile bölümündeki kalan› bulal›m.

13 ≡ 3 (mod 5)

132 ≡ 4 (mod 5)

134 ≡ 1 (mod 5)

138 m ≡ 1 (mod 5)

13 ≡ 3 (mod 5)

138 m +1 ≡ 3 (mod 5) 

134 2m≡ 12m  mod 5   

O halde, 138 m+1 say›s›n›n 5 ile bölümünde kalan 3 olur.

Z / 3 te  (2  x) ⊕ 1 = 0  denkleminin çözüm kümesini bulal›m.          

   (2  x) ⊕ 1 ⊕  2 = 0 ⊕ 2 (Z / 3 te 1 in toplama ifllemine göre ters eleman› 2 dir.)                 

             2  x ⊕ 0 = 2   (Z / 3 te 1 ⊕ 2 = 0   olur.)          

  2  x = 2   (Z /3 te 0 toplama iflleminin etkisiz eleman›d›r.)     

             2  2  x = 2  2   (Z / 3 te 2 nin çarpma ifllemine göre ters eleman›    2   dir.)                  

  1  x = 1 

  x = 1

O halde, denklemin çözüm kümesi    Ç   =  1     dir. 

x
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bir b ∈ Z / 6 say›s› bulunuyorsa, 

a ∈ Z/6  için, Z/6= 0, 1, 2, 3, 4, 5  oldu¤undan, b  b = b2 = a flart›n› sa¤layan   

0  için,   0  0 = 0          ise   0 = 0  d›r. 

1  için,   1  1 = 1           ise   1 = 1  dir.    

2  için,   2  2 = 4           ise   4 = 2  dir.     

3    için,    3 . 3 = 3           ise   3  = 3  tür.     

4  için,   4  4 = 4           ise   4 = 4  dür.    

5  için,   5  5 = 1           ise   1 = 5  dir.  

b = a   olur. 

ÖRNEK 1.59

Z / 6 da karekökü olan say›lar› bulal›m.
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 ÖZET

- a ve b tam say›lar› verilen bir m pozitif tam say›s›na bölündüklerinde, ayn› kalan› 
verirse a tam say›s›, b tam say›s›na, m modülüne göre denktir. a ≡ b (mod m) 
fleklinde gösterilir. Biz bunu,  β = {(a, b) | a - b, m ile bölünür} ba¤›nt›s› ile de 
gösterebiliriz. Bu ba¤›nt› bir denklik ba¤›nt›s›d›r. β denklik ba¤›nt›s›, tam say›lar 
kümesini denklik s›n›flar›na  ay›r›r. m modülüne göre, denklik s›n›flar›n›n kümesi 
Z / m ile gösterilir.

- Tam say›lar kümesinde modüle göre, kalan s›n›flar›n özelikleri: 

1. Kalan s›n›flar›n tam say›lar kümesinin, ikifler ikifler ayr›k alt kümeleridir.

2. Kalan s›n›flar›n birleflimi  tam say›lar kümesini verir.

3, Kalan s›n›flar›n›n hiçbiri bofl küme de¤ildir.

- Modüler aritmeti¤e ait afla¤›daki teoremler vard›r.

Her a, b, c, d, x ∈ Z ve m, n ∈ Z+, m > 1 için;

a ≡ b (mod m)  ve  c ≡ d (mod m) ise;  

1. a ± c ≡ b ± d (mod m)

2. a . c ≡ b . d (mod m)

3. a ±  x ≡ b ± x (mod m)

4. a . x ≡ b . x (mod m)

5. an ≡ bn (mod m)

- Kalan s›n›flar kümesinde toplama ve çarpma ifllemleri için, m pozitif tamsay› 
olmak üzere, m modülüne göre, kalan  s›n›flar›n›n kümesi                                          

Kalan s›n›flar› kümesinde, toplama ifllemleri ⊕ sembolü ile, çarpma ifllemleri 
sembolü ile gösterilir.

1.

Z / m = 0,  1, 2, 3, ..., m - 1  dir.

Toplama  ifllemi:  a ⊕ b = a + b  dir.

2. Çarpma  ifllemi:  a  b = a . b  dir. 


