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- Kalan s›n›flar kümesinde, toplama ve çarpma ifllemleri ile teoremlerden faydalanarak,
ifllemlerimizi yapabiliriz.

- Kalan s›n›flar kümesinde, toplama ve çarpma ifllemlerinde, 

1. Kapal›k özeli¤i vard›r.

2. De¤iflme özeli¤i vard›r.

3. Birleflme özeli¤i vard›r.

4. Birim (etkisiz) eleman› vard›r.

5. Toplama iflleminin ters eleman› vard›r.

6.  iflleminin ⊕ ifllemi üzerinde sa¤dan ve soldan da¤›lma özeli¤i vard›r.

Bu özeliklerden yararlanarak, (Z / m, ⊕ ) sistemi de¤iflmeli bir gruptur diyebiliriz.

(Z / m,  ) sistemi ise bir grup de¤ildir. Çünkü baz› tam say›lar›n çarpma ifllemine 
göre ters eleman› yoktur.

a , b, c  ∈ Z / m  olmak     
üzere, ⊕  ve  ifllemleri için afla¤›daki özelikler vard›r.
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ALIfiTIRMALAR

1. 533 ün 7 ye bölümünden, elde edilecek kalan› bulunuz.

2. 34k +3 , (k ∈ N) say›s›n›n, 5 ile bölünmesinden elde edilen kalan› bulunuz.

3. 221 .  513 . + 3 . 3212  say›s›n›n ,  7 ile  bölünmesinden elde edilen kalan kaçt›r? 

4. 17 ≡ 13 (mod 5) ifadesi do¤ru mudur? Neden?

10. x = 5 (mod7) denklemini sa¤layan en büyük negatif tam say› ile, en küçük pozitif 
tam  say›n›n toplam› kaçt›r?

7. Z / 4 ün toplama ve çarpma tablolar›n› yap›n›z. Bu tablolardan faydalanarak 
afla¤›daki denklemlerin çözüm kümelerini bulunuz. 

8. Z / 6 da,                   denkleminin çözüm kümesi kaç elemanl›d›r?

5. 217 63 say›s›n›n birler basama¤›ndaki rakam kaçt›r?     

6. 

a.

b.

Z / 3 = 0, 1, 2   kümesinde, toplama ve çarpma ifllemlerinin tablolar›n› yap›n›z.        

9. Z / 5 = 0,  1, 2, 3, 4  kümesinde bir f fonksiyonu, f (x) = 4  x ⊕ 3  ile veriliyor. 

Toplama ifllemine göre,  0, 1, 2  elemanlar›n›n tersini yaz›n›z.      

Çarpma ifllemine göre,   1 ve  2  elemanlar›n›n tersini yaz›n›z.     

a.  

b.  

x  ⊕ 3 = 1      

2   x = 0 

c.  3   x ⊕1= 0  

3 x = 3    

f (2) ifadesi hangi denklik s›n›f›na eflittir?     

Bu tablodan faydalanarak, Z/ 3 de; 
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❂

RASYONEL SAYILAR

Tam say›lar kümesi bölme ifllemine göre kapal› de¤ildir.  Bu nedenle  4 . x  = 5
denkleminin çözüm kümesini tam say›larda bulamay›z.  B u tür denklemleri çözmek
için, yeni bir kümeye ihtiyaç vard›r. Arad›¤›m›z küme, tam say›lar kümesini de içine
alan ve tam say›lar kümesinden daha genifl olan bir küme olmal›d›r. Bu küme rasyonel
say›lar kümesidir.

a. Tan›m

p ve q birer tam say› ve q ≠ 0 olmak üzere,        fleklindeki say›lara, rasyonel say›lar
denir.

kesrinde, p ye pay, q ya da payda denir.

p <  q ise      kesrine basit kesir ; p ≥  q ise        kesrine, bileflik kesir denir.

q = 1  olmas› hâlinde,

ÖRNEK 1.60

b. Rasyonel Say›lar›n Eflitli¤i

Rasyonel say›lardan oluflan kümeye, rasyonel say›lar kümesi  denir.  Q ile gösterilir.   

p
q  

Q = p
q  | p. q ∈ Z ve q ≠ 0  d›r.       

p
q

p
q

p
q

p
q = p ∈  Z   tam  say› olur.  

1
3

 , - 3
5

 , - 5
7

 , 2
5

  gibi  say›lar birer rasyonel say›d›r.     

7
9

   rasyonel say›n›n pay› 7,   paydas› 9 dur.     

p
q ∈ Q  ve  rs  ∈ Q  olmak üzere,   p . s = q . r  ise bu iki rasyonel say›  birbirine  

eflittir denir.   Bu eflitlik,     p
q = rs      biçiminde yaz›l›r.    

O halde,    pq = rs      ise   p . s = q . r      dir. 
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ÖRNEK 1.61

Kesirler aras›nda eflitlik ba¤›nt›s›, kesirler kümesinde bir denklik ba¤›nt›s›d›r. Buna
göre, afla¤›daki özelikleri sa¤lar.

Bir kesrin pay ve paydas›, ayn› sayma say›s› ile çarp›l›rsa kesir geniflletilmifl,

bölünürse sadelefltirilmifl  olur.  Geniflletme ve sadelefltirme ifllemlerinin her ikisinde de

kesrin de¤eri de¤iflmez. Bir tek         kesrinin geniflletme ya da sadelefltirme ile elde

edilebilen bütün denk kesirlerin kümesi, bir tek büyüklü¤ü ifade eder.

c. Rasyonel Say›lar Kümesinde Toplama ‹fllemi

1. Paydalar› eflit olan iki rasyonel say› toplan›rken, paylar›n toplam› pay, payda da 
payda olarak yaz›l›r.

2. Paydalar› eflit olmayan rasyonel say›larda ortak payda, paydalar›n e.k.o.k dur. Buna
göre, paydalar› eflit olmayan rasyonel say›lar› toplayabilmek için, önce paydalar› 
eflitlenir. Sonra paylar toplanarak toplama pay, payda da payda olarak yaz›l›r.

ÖRNEK 1.62

2
6

 =  4
12

  ise  2 . 12 = 6. 4 ;    24 = 24 oldu¤undan,  rasyonel say›lar eflittir.    

1
3

 ile  5
8

   rasyonel say›lar› için, 1 . 8 ≠ 3. 5 ;    8 ≠ 15 oldu¤undan, 1
3

  ≠ 5
8

  olur.      

1.

2.

p
q =  pq     (Yans›ma özeli¤i)      

p
q  = rs    ise  r

s  = pq       (Simetri özeli¤i)        

1.

2. 

3
11

 +  5
11

 = 3 + 5
11

 = 8
11

      

5
5

(6)

 +  5
6

(5) 

 = 30
30

 + 25
30

   =  55
30

    

3. 
p
q  = rs   ve rs   = mn   ise   pq  = mn       (Geçiflme özeli¤i)       

p
q

p
q  , rq  ∈ Q  olmak üzere toplama ifllemi,  pq  + rq  = p + r

q    dür.     

➠

➠
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Toplama ‹flleminin Özelikleri                                  

1. Kapal›l›k özeli¤i vard›r.

2. De¤iflme özeli¤i vard›r.

Her   pq  , rs  ∈ Q   için,     p
q  + rs    ∈ Q    dur.   

Her   pq  , rs  ∈ Q   için,   pq  + rs  =  rs   + pq   dur.   

3. Birleflme özeli¤i vard›r.

Her   pq  , rs  , mn  ∈ Q  için,   pq  +   rs   + mn   =  pq  + rs   + mn    dir.   

4. Birim eleman› vard›r.

5. Her eleman›n bir tersi vard›r.

O halde, rasyonel say›lar kümesi, toplama ifllemiyle birlikte bir de¤iflmeli gruptur.
Bu grup (Q, +) fleklinde gösterilir.

Birim eleman›, e = 0
1

  = 0 d›r. 

Her   p 
q  ∈ Q   için,    

p
q  + 0

1
 =  p . 1 + 0 . q

q . 1
  =  p + 0

q   = pq  dür.     

0
1

  + pq =  0 . q + p . 1
q . 1

  =  p + 0
q   = pq  dür.  

                            

p
q  nun tersi - pq    dur.   - pq ∈ Q   olur.   

p
q + - pq  = p + -p

q  = 0q = 0   d›r.   

- pq + pq = - p  + p 
q  = 0q = 0   d›r.   

                            

☛ Siz de, baz› rasyonel say›lar kullanarak, rasyonel say›lar kümesinde, toplama
iflleminin özeliklerinin do¤rulu¤unu gösteriniz. 
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ç. Rasyonel Say›lar Kümesinde Çarpma ‹fllemi

‹ki rasyonel say›n›n çarpma iflleminde, paylar çarp›l›p pay ve paydalar da çarp›l›p
payda olarak yaz›l›r.

ÖRNEK 1.63

Çarpma ‹flleminin Özelikleri

1. Kapal›l›k özeli¤i vard›r.

2. De¤iflme  özeli¤i vard›r.

5. Her eleman›n tersi vard›r

Her         ∈ Q  nun      ≠ 0 olmak flart›yla, çarpma ifllemine göre, bir tersi vard›r.

4. Birim eleman›  vard›r.

3. Birleflme  özeli¤i vard›r.

Her   pq , rs  ∈ Q   için,   p 
q  . rs  = p . r

q . s   olur. 

2
5

 . 3
4

 = 2 . 3
5. 4

 =  6 
20

  

Her   pq , rs   ∈ Q   için,   p 
q  . rs  = p . r

q . s    ∈ Q   olur. 

Her   pq , rs   ∈ Q   için,   p 
q  . rs  = rs  . p 

q      olur. 

Her   pq , rs  , mn  ∈ Q  için,   p 
q  . r

s  . mn   = p
q . rs   . mn      d›r.   

Her   pq ∈ Q   için, 
1
1

 . a
b

 = 1 . a
1 . b

  = a
b

   dir.  

                            

p
q

p
q

p
q   nun tersi,  qp  d›r.    qp  ∈ Q dur.  

O halde, her   pq  ∈ Q  için,  pq  ≠ 0 ise  p
q

-1
 = qp  dir.  

 a
b

 . 1
1

 = a . 1
b . 1

  = a
b

   dir.



MATEMAT‹K 2

52

➠

➠ 6. Çarpma iflleminin toplama ifllemi üzerine, sa¤dan ve soldan da¤›lma özeli¤i vard›r.

2. De¤iflme özeli¤i yoktur.

3. Birleflme özeli¤i yoktur.

4. Birim eleman› yoktur.

5. Her eleman›n tersi yoktur.

Ç›karma ‹flleminin Özelikleri

1. Kapal›l›k özeli¤i vard›r.

1. 

2. 

ÖRNEK 1.64

d. Rasyonel Say›lar Kümesinde Ç›karma ‹fllemi

Toplama iflleminin özeliklerine göre, her bir rasyonel say›n›n tersinin, o say›n›n
ters iflaretlisi oldu¤unu gördük. Buna göre,

Toplama iflleminde oldu¤u gibi, rasyonel say›lar kümesinde ç›karma ifllemleri 
paydalar› eflit olan ve olmayan rasyonel say›larla yap›l›r.

Her   pq, rs  , mn   ∈ Q  için,           

p
q . r

s  + mn  =  pq  . rs  + pq . mn      

r
s  + mn  . pq =  rs   . pq + mn  . pq       

p
q   ile  rs   nin tersinin toplam›  pq + - rs  = pq -  rs    dir.   

Bu da,  pq   den   rs   nin  ç›kar›lmas›d›r.  

3
5

 -  4
5

 =  3- 4
5

  = -1
5

    

5
6
(4)

 -  1
8
(3)

 =  4 . 5 
24

  - 1 .3
24

 = 20
24

 - 3
24

 = 17
24

   

Her   pq ,  rs   ∈ Q  için,   pq -  rs   ∈ Q   dur. 

☛ Sizde, rasyonel say›lar kümesindeki say›larla ç›karma ifllemleri yap›n›z. Ç›karma
iflleminin özeliklerini do¤rulay›n›z. 
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➠ 2. De¤iflme özeli¤i yoktur.

3. Birleflme özeli¤i yoktur.

4. Birim eleman› yoktur.

5. Her eleman›n tersi yoktur.

Bölme ‹flleminin Özelikleri

1. Kapal›l›k özeli¤i vard›r.

ÖRNEK 1. 65

e. Rasyonel Say›lar Kümesinde Bölme ‹fllemi

☛ Siz de, rasyonel say›lar kümesindeki say›larla bölme ifllemleri yap›n›z. Bölme
iflleminin özeliklerini do¤rulay›n›z. 

p
q  ≠   0 olmak üzere, her pq ∈ Q   için çarpma ifllemine göre, ters elaman›n              

p
q

-1
 = qp   oldu¤unu gördük.  Her  pq ,  rs  ∈ Q  için,   pq   nün   rs   ile bölümü,  pq nun    

r
s

-1 ile   çarp›m›d›r.         

O halde,   pq : rs  = pq  . r
s

-1= pq .  sr   = p . s
q . r    ∈ Q   olur.       

Rasyonel say›larda bölme ifllemi,  pq : rs   veya  
 pq 

r
s

    fleklinde gösterilir.   

3
5

 : 6
8

  =  3
5

  .  6
8

-1
 =  3

5
  .8

6
   =  3 . 8

5 . 6
  =  24

30
   olur.   

Her   pq ,  rs   ∈ Q  için,   pq :  rs   ∈ Q    dur. 
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f. Rasyonel Say›larda S›ralama
Rasyonel  say›lar, tam say›lar›n s›f›rdan farkl› tam say›lara bölünmesiyle elde

edilen say›lard›r. Bu bak›mdan, rasyonel say›larda s›ralama özelikleri ile, tam say›lardaki
s›ralama özelikleri birbirine uyar.

Önce pozitif ve negatif rasyonel say›lar› tan›yal›m

O halde,  pay› ve paydas› ayn› iflaretli olan rasyonel say›lar pozitif,  de¤iflik iflaretli
olan rasyonel say›lar da, negatif  birer say›d›r. S›f›r say›s›, bütün negatif say›lardan
büyük, bütün pozitif say›lardan küçüktür.

Pozitif rasyonel say›lar kümesi Q+, negatif rasyonel say›lar kümesi Q- ise                     

Q = Q- ∪ {0}∪ Q+ olur.

ÖRNEK 1. 66

1. 5 . 6 = 30 > 0  oldu¤undan,         > 0  ya da         > 0 d›r.

2. (-3) (-7) = 21 > 0 oldu¤undan,       > 0  ya da        > 0 d›r.

3. (-2) (9) = -18 < 0 oldu¤undan, 

4. 0 . 4 = 0 oldu¤undan,

1.

2.

3. 

p
q  ∈ Q  olsun.    p, q ∈ Z  oldu¤undan,  p . q ∈ Z   dir. Buna göre,    

p . q > 0 ise,   pq  >  0  dir.    pq pozitif rasyonel say›d›r.        

p . q < 0   ise   pq  < 0  d›r.     pq negatif rasyonel say›d›r.     

p = 0  ise   pq  = 0   d›r.  

5
6

6
5

-3
-7

-7
-3

 

- 2
9

  < 0 ya da - 9
2

  < 0 d›r.   

0
7

  = 0  d›r.   4
0

  ise Belirsizdir.    


