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DOGAL SAYILAR

* Dogal sayilar1 tanimlayarak, dogal sayilar kiimesinde esitligin 6zeliklerini ve
sadelesme kurallarin1 taniyabilecek,
Bir dogal saymin kuvvetini ve iislii ifadelere ait tanim ve 6zelikleri belirtebilecek,
Asal sayiy1 ve aralarinda asal olan sayilar belirtebilecek, bir dogal sayiy1 asal
carpanlarina ayirabilecek,
Dogal sayilarin 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11 ile boliinebilme kurallarini aciklayabilecek,
Iki veya daha cok dogal saymn, en biiyiik ortak boleni ve en kiiciik ortak katini
bularak, problemlere uygulayabilecektir.

TAM SAYILAR

*  Tam sayilar kiimesini tanimlayarak, bu kiimede toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme
islemlerini yaparak 6zeliklerini aciklayabilecek,

* Tek ve cift tam sayilari, tam sayilar kiimesindeki elemanlarin1 taniyabilecek,
bunlarla ilgili uygulamalar1 yapabilecek,

* Tam sayilarda verilen A islemine gore, sistemin bir grup olup olmadigini
aciklayabilecektir.

MODULER ARITMETIK

*  Tam sayilarda kalanli bolmede, kalan sinifilarin1 ve kalan siniflarimin kiimesini ve
ozeliklerini agiklayabilecek,

*  Kalan siniflar kiimesinde, toplama ve carpma isleminin 6zeliklerini agiklayabilecek ve
bunlarla ilgili problemleri ¢ozebilecektir.

RASYONEL SAYILAR
Rasyonel sayilari1 taniyarak, rasyonel sayilarin esitligini agiklayabilecek,
Rasyonel sayilar kiimesinde toplama, ¢ikarma, carpma ve bdlme islemlerini
yapabilecek ve ozeliklerini agiklayabilecek,
* Rasyonel sayilar1 say1 dogrusu iizerinde gosterebilecek ve bu sayilarin yogunlugunu
aciklayabilecek,
GERCEK SAYILAR
Gergek sayilar taniyarak ozeliklerini agiklayabilecek,
Gergek sayilarda, siralama ve aralik kavramim aciklayarak say1 dogrusu iizerinde
gosterebilecek,
*  Birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemler ile esitsizliklerin ¢6ziim kiimelerini,
degisik say1 kiimelerinde bulabilecektir.

MUTLAK DEGER
Bir gercek saymin mutlak degerini ve bununla ilgili 6zelikleri agiklayabilecek,
Birinci dereceden bir bilinmeyenli mutlak degeri iceren denklemlerin ve esitsizliklerin,
coziim kiimelerini, biitiin say1 kiimelerinde bulabilecektir.
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USLU SAYILAR

*  Bir gergek saymin pozitif tam say1 ve negatif tam say1 kuvvetlerini aciklayabilecek,
Uslii sayinin toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme islemleri ile iislii bir sayinin
kuvvetine ait uygulamalar1 yapabilecek,

*  Uslii sayilarm esitligini aciklayabilecek ve bunlarla ilgili problemleri cozebilecektir.

KOKLU SAYILAR

*  Koklii sayilar1 tantyarak bunlarla ilgili toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve bdlme islemlerini
yapabilecek,
Karekoklii denklemleri ¢ozebilecek ve bununla ilgili uygulamalar: yapabilecek,
Gergek sayimin pozitif tam kuvvetten kokiinii ve iislii bi¢imini yazabilecek,
Koklii sayilarin paydalarini rasyonel yapabilecek ve koklii sayilarla ilgili her tiirlii
uygulamalar1 yapabilecektir.

PROBLEMLER

* QGiinliik hayatla ilgili, oran ve oranti, say1, ylizde ve faiz, yas, hareket, is ve havuz

problemlerini ¢cozebilecektir.

*  Uslii sayilarm esitligini aciklayabilecek ve bunlarla ilgili problemleri ¢ozebilecektir.

(ﬁ& NASIL CALISMALIYIZ? ﬁD

* Sayilar ile ilgili bilgilerinizi hatirlamak icin, daha o©nceki o6grendiklerinizi
tekrarlaymiz.

* Kaynak kitaplardan faydalanarak ¢ok sayida soru ¢oziiniiz.

*  Alstirmalardaki her soruyu dikkatle okuyarak ¢oziiniiz. Eger ¢c6zemezseniz, konu
tizerinde beceri kazanincaya kadar, ¢oziilmiis orneklerle iligski kurarak kavramaya
calisiniz.

* Konu sonunda verilen alistirma ve degerlendirme sorularini cevaplaymiz.
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UNITE 1
SAYILAR

Daha onceki siniflarda, say1 kavrami ve sayilarla ilgili birtakim bilgileri 6grendik.
Bu béliimde, sayilar1 daha detayl bir sekilde 6grenecegiz.

Ortak 0zeliklerine gore sayilari, sayma sayilart kiimesi, dogal sayilar kiimesi, tam
sayilar kiimesi, rasyonel sayilar kiimesi, irasyonel sayilar kiimesi ve gercek (reel)
sayilar kiimesi olarak gruplara ayirabiliriz.

1. DOGAL SAYILAR
a. Tanim

Sonlu bir kiimenin elemanlarinin ka¢ tane oldugunu belirten O, 1, 2, 3, ..., n, ...
sayilarindan her birine dogal say1 denir. Biitiin sonlu kiimelerin eleman sayilarinin
kiimesine, dogal sayilar kiimesi denir. Dogal sayilar kiimesi N ile gosterilir.
N=1{0,1,2,3,..,n, ...} seklinde yazilr.

ORNEK 1.1

Bos kiimenin eleman1 olmadigindan, bos kiimenin eleman sayis1 sifir dogal
sayidir. s (J) =0 dur.

A = { ¢} kiimesinin bir eleman1 oldugundan, s (A) = 1 dir.

B = { ¢, m } kiimesinin iki eleman1 oldugundan, s (B) = 2 dir.

Sifirin digindaki biitiin dogal sayilara, sayma sayilar1 denir. Sayma sayilar kiimesi
N+ ile gosterilir.

N+=1{1, 2, 3, ..., n, ...} seklinde yazilir. N* C N veya N* =N - {0} dir. Buna
gore, en kiiciik dogal say1 sifir, en kiiciik sayma sayisi birdir.

En biiyiik dogal say1 veya sayma sayist bulunamaz.

Iki ile boliinebilen dogal sayilara ¢ift dogal sayilar, iki ile boliinemeyen dogal
sayilara da tek dogal sayilar denir.

Cift dogal sayilar kiimesinin C ile gosterirsek;

C=1{0,2,4,6,...} veya C = {x|x=2n,n& N} seklinde yazabiliriz.
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@ Tek dogal sayilar kiimesini T ile gosterirsek;
T=1{1,3,57,..} veya T={xIx=2n+1,n&€ N} seklinde yazabiliriz.

T tek dogal say1, C cift dogal say1 olmak lizere, asagidaki islemleri yazabiliriz.
C+C=C 5. €.T=¢C
T+T=C 6. T.T=T
T+C=T 7. Ch=C (mENY
C.C=C 8. TM=T @mEN)

Lo

||||» Her dogal saymnin bir ardisig1 vardir. 2 nin ardisig 3 tiir.

n dogal sayisinin ardisi8i ise n +1 dir.

b. Dogal Sayilarda Esitligin Ozellikleri
Her a, b, c € N i¢in
a=a (Yansima ozeligi)
a=b=Db=a (Simetri 6zeligi)
a=b veb=c= a=c (Gecisme 0zeligi)
a+c=b+c=a=Db (Toplama ismeminin sadelesme 6zeligi)
c#0, a.c=b.c = a=b (Carpma igleminin sadelesme 6zeligi)
a+b=b+a vea.b=b.a (Degisme dzeligi)
a+0=0+a=a (Toplama isleminin etkisiz eleman 6zeligi)

a.l=1.a=a (Carpma isleminin etkisiz eleman 6zeligi)

© ® 2NN A LD -

a.0=0.a=0 (Carpma igleminin yutan eleman 6zeligi)

—
e

a,beN icin, a+b&N (Toplama isleminin kapalilik 6zeligi)

[y
[y

. a,b.ceN icin, a+(b+c)=(a+b)+c (Toplama isleminin bilesme 6zeligi)

—
N

a,bEN icin, a. b&E N (Carpma isleminin kapalilik 6zeligi)

—
(98]

. a,b,ceN icin, a.(b.c)=(a.b).c (Carpma isleminin birlesme 6zeligi)

—
b

a,b,cEN icin, a. (b+c)=a.b+a.c (Carpmamn toplama islemi iizerine soldan
dagilma ozeligi)

—
W

.a,b,ceNicin,(b+c).a=b.a+c.a (Carpmanmn toplama islemi iizerine sagdan
dagilma ozeligi)
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c. Dogal Saymnin Kuvveti

@ a ve n birer dogal say1 ve n # 0 olmak iizere, n tane a nin ¢arpilmasindan elde
edilen say1iya, a nin n inci kuvveti denir. a? seklinde yazilir.

@ al de a sayisina taban, n sayisina iis ve a" sayisina da a nin n inci kuvveti denir.

”“» - Her a dogal sayist i¢in, birinci kuvvet kendisine esittir. a! = a dir.

- Sifirin digindaki biitiin a dogal sayilar icin, sifirinct kuvvet birdir. a® = 1 dir.

- n birden biiyiik olmak iizere, a® =a.a.a ... adir.
_—

n tane

- n sifirdan farkli olmak iizere, sifirin n ninci kuvveti sifirdir. 02 = 0 dir.
- Birin biitiin kuvvetleri birdir. 1® = 1 dir.

- Sifirin sifirinct kuvveti tanimsizdir. 0° tanimsizdir.

ORNEK 1.2
Verilen sayilari, saymnin kuvveti olarak yazalim.
3.3=32
2. 5.5.5=53
7.7.7.7.7=17

ORNEK 1.3
Kuvvetleri verilen dogal sayilarin degerlerini bulalim.
9 =1
2. 18 =1
05 =0

Kuvvetin Ozelikleri

a, b, m, n dogal sayilar, a # 0, b # 0 olmak iizere,
1. am, an= antn
2. (am)n = gm.n

3. (a.b)"=an.b"




MATEMATIK 2

ORNEK 1.4

Asagida verilen islemleri yapalim.
1. 23.25=23+5=28
2. (5% =523=5°

3. (3.77=3%.7%

ORNEK 1. 5

aEN ve (4a2‘)3 . (a3‘)4 =2"_an ise m ve n dogal sayilarinin degerlerini bulalim.
43 a6 . al2=2M gn

(22)3 a6+12 = 2m 4n

26 al8 = 2Mm gn

tabanlar esit olan sayilarin iisleride esit olacagindan, m = 6 ve n = 18 olur.

ORNEK 1.6
32.125% sayisinin kac¢ basamakli oldugunu bulalim.
32,1257 = 25 (5% = 2°. 5= 25, 5°.5

= (2.50.5=10°. 5 dir.

Buna gore, 5 sayisinin yanina 5 tane sifir yazarsak, bu saymm 5 + 1 = 6 basamakli olur.

¢. Asal Sayilar

@ Birden biiyiik olan, bir ve kendisinden baska bdleni olmayan dogal sayilara asal
say1 denir.

2 nin bolenleri 1 ile 2 dir. Bolenler kiimesi {1, 2} oldugundan, 2 asal sayidir.
3 iin bolenleri 1 ile 3 tiir. Bolenler kiimesi {1, 3} oldugundan, 3 6zel sayidir.

4 iin bolenleri 1, 2, 4 tiir. Bolenler kiimesi {1, 2, 4} oldugundan, 4 asal say1 degildir.

O halde, bolenler kiimesi iki elemanli olan dogal sayilara asal say1 denir. Buna
gore; 2, 3,5,7, 11, 13, 17, 19, ... sayilar1 asal sayilardir. 2 harig biitiin asal sayilar tek
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dogal sayilardir. Asal sayilar kiimesini: A = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...} seklinde
yazabiliriz.

a,b,ceN icin, a=b.c oluyorsab ile ¢ dogal sayilarina, a nin carpanlari
denir. b ve c asal say1 ise, b ile ¢ sayilarina, a nin asal ¢arpanlari denir.

Birden bagka ortak boleni olmayan iki dogal say1ya, aralarinda asaldir denir.

ORNEK 1. 7
Asagidaki sayilardan hangilerinin aralarinda asal say1 olup olmadigini gésterelim.

1. 7 ve 13 sayilarinin ayn1 anda 1 den bagka ortak boleni olmadigindan, 7 ile 13
sayilar1 aralarinda asal sayidir.

2. 25 ile 45 sayilarinin her ikisini de 5 sayisini boler. 25 ve 45 sayilar aralarinda asal
degildir.

3. 18ile 215 sayilarinin ortak boleni 1 dir. 18 ve 215 sayilari aralarinda asaldir.

ORNEK 1.8
Sifir, bir ve iki dogal sayilariin asal say1 olup olmadigim arastiralim.
- Sifir (0) asal say1 degildir. Ciinkii, bolenleri kiimesi sonsuz bir kiimedir.

- Bir (1) asal say1 degildir. Ciinkii bolenleri kiimesi bir elemanlhdir, kendisinden
bagka carpani yoktur.

- Iki (2) en kiigiik bir asal sayidur.

ORNEK 1.9

x ve y birer dogal sayidir. (3x - 2) ve (2y + 1) sayilar aralarinda asal ve

% = % bagintis1 vardir. Buna gore, x . y nin ka¢ oldugunu bulalim.
y +

7 ile 5 sayilan aralarinda asal oldugu i¢in, 3x - 2 =7 ve 2y + 1 = 5 sayilar1 da asaldir.

Buna gore,
3x-2=7; 3x=7+2; 3x=9; X = 3 tiir.
2y+1=5; 2y=5-1; 2y=4; y =2 dir.

O halde, x.y=3.2 =6 olur.
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d. Boliinebilme Kurallar

I. 2 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal sayinin birler basamaginda; 0, 2, 4, 6, 8 rakamlarindan biri var
ise, bu say1 2 ile tam bdliinebilir. Yani ¢ift sayilar 2 ile tam olarak boliinebilir.

ORNEK 1.10

Asagidaki sayilardan hangilerinin 2 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.
1. 432 sayisinin birler basamagindaki rakam 2 cift say1 oldugundan, 2 ile tam boliinebilir.
2. 720 sayismin birler basamagindaki rakam 0 cift say1 oldugundan, 2 ile tam bdliinebilir.

321 sayismin birler basamagindaki rakam 1 ¢ift say1 olmadigindan, 2 ile tam boliinemez.

”“» Bir basamaginda 1, 3, 5, 7, 9 rakamlarindan biri bulunan sayilar, 2 ile kalansiz
boliinemezler. Bu sayilarin 2 ile boliimiinden, kalan 1 dir.

II. 3 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal sayinin basamaklarindaki rakamlarin sayr degerleri toplami,
3 ve 3’lin kat1 ise bu dogal say1 3 ile tam boliinebilir.

ORNEK 1.11

1. 3615 sayismin rakamlarimn say1 degerleri toplami, 3 + 6 + 1 + 5 = 15 dir.
15 sayisi, 3 iin kat1 oldugundan, 3615 sayis1 3 ile tam boliinebilir.

2. 57223 sayisinin rakamlarinin say1 degerleri toplami, 5 + 7 + 2 + 2 + 3 = 19 dur.
19 sayisi, 3 iin kat1 olmadigindan, 57223 sayis1 3 ile tam boliinemez.

€6, 9

3. Dort basamakli 4al3 sayisimin 3 ile tam bdliinebilmesi i¢in, “a” nin alabilecegi
degerleri bulalim.

4+a+1+3=8+a dirr 8+anmn 3 iin kat1 bir say1 olabilmesi i¢in, a nin
alabilecegi degerler, 1, 4 ve 7 olur.

III. 4 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal sayimnin birler ve onlar basamagindaki rakamlarinin
olusturdugu iki basamakli say1, 4 ile boliiniiyorsa bu say1 4 ile tam boliinebilir.
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ORNEK 1.12
Asagidaki sayilardan hangilerinin, 4 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.
4340 sayisinda, 40; 4 iin kat1 oldugundan, 4340 sayis1 4 ile tam boliinebilir.

2. 1900 sayisinda 00; 4 iin kat1 oldugundan, 1900 sayis1 4 ile tam boliinebilir.

3. 8822 sayisinda, 22; 4 iin kat1 olmadigindan, 8822 sayis1 4 ile tam boliinemez.

IV. 5 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal sayinin, birler ve onlar basamagindaki rakami 0 veya 5 olan
sayilar, 5 ile tam bdoliinebilir.

ORNEK 1.13

Asagidaki sayilardan hangilerinin, 5 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.
1. 845 sayisinin birler basamagi 5 oldugundan, 845 sayis1 5 ile tam bdliinebilir.
2. 342 sayisimn birler basamagi 2 oldugundan, 342 sayis1 5 ile tam boliinemez.

3. 1780 sayisin birler basamagi 0 oldugundan, 1780 sayis1 5 ile tam bdliinebilir.

V. 8 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal saymnin son ii¢ basamagi 8 in kat1 veya 000 olan sayilar 8 ile
tam boliinebilir.

ORNEK 1.14

Asagidaki sayilardan hangilerinin 8 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.
1. 5480 sayisinda, 480; 8 in kat1 oldugundan, 5480 sayis1 8 ile tam béliinebilir.
2. 2800 sayisinda, 800; 8 in kat1 oldugundan, 2800 sayis1 8 ile tam boliinebilir.
3. 8972 sayisinda, 972; 8 in kat1 olmadigindan, 8972 sayisi 8 ile tam boliinemez.

V1. 9 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal saymin rakamlarimin toplami 9 veya 9 un kati olan sayilar, 9 ile
tam boliinebilir.

ORNEK 1.15
Asagidaki sayilardan hangilerinin 9 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.

1. 57636 sayisinin rakamlarinin say1 degerleri toplami, 5 +7 +6 +3 + 6 = 27 dir.
27 sayist 9 un kati oldugundan, 57636 sayist 9 a tam boliinebilir.
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2. 36510 sayisinin rakamlarinin say1 degerleri toplami, 3 + 6 + 5 +1 + 0 = 15 dir.
15 sayist 9 un kat1 olmadigindan, 36510 sayis1 9 a tam boliinemez.

3. 2ab6 dort basamakl1 bir sayidir. Bu say1 9 ile tam boliinebildigine gore, a + b nin
en fazla kag olabilecegini bulalim.

Dort basamakli 2ab6 sayis1 9 ile tam boliinebildigine gore,
2+a+b+6=a+Db+8 sayisinn toplam1 9 un kat1 olmalidir.
a+b+8=9 veya a+ b+ 8 =18 olabilir. Buradan,
a+b=1 veya a+b=10olur.

O halde, a + b en fazla 10 olur.

VII. 11 ile Boliinebilme Kurali

@ Herhangi bir dogal sayinin basamaklarindaki rakamlari, sagdan sola dogru birer
basamak atlayarak, say1 degerlerini toplayalim. Bu toplamdan, arada kalan basamaklardaki
rakamlarin say1 degerleri toplamini ¢cikalim. Fark (0) sifir veya 11 in kati ise bu sayr 11

ile tam boliinebilir.

ORNEK 1.16
1. 542135 sayisimmin 11 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.

542135 sayisinda, isaretledigimiz rakamlarin say1 degerleri toplamindan, arada
kalan rakamlarin say1 degerleri toplamim ¢ikaralim.

S+1+4)-G3+2+5)=10-10 =0 oldugundan, 542135 sayist 11 ile tam
boliinebilir.

2. 71423 sayisinin 11 ile tam boliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.

71423 sayisinda, isaretledigimiz rakamlarin sayir degerleri toplamindan, arada
kalan rakamlarin say1 degerleri toplamim ¢ikaralim.

(7+4+3)-(2+1)=14-3 =11 oldugundan, 71423 sayis1 11 ile tam boliinebilir.
3. 269218 sayismn 11 ile boliiniip, boliinemeyecegini bulalim.

269218 =(8+2+6)-(1+9+2)=16- 12 =4 oldugundan, 269218 sayis1 11 ile
tam boliinemez.

e. Aralarinda Asal Sayilarin Carpimi ile Boliinebilme

@ a ile b aralarinda asal iki say1 olsun. Hem a, hem de b ile tam boliinebilen her say1
a . b ile de tam boliinebilir.
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”“» a dogal sayisi ile tam boliinebilen bir say1, a nin her ¢arpani ile de tam boliinebilir.

”“» O halde, farkl iki say1 ile ayr1 ayr1 tam boliinebilen bir dogal say1, bu asal sayilarin
carpimi ile de tam boliinebilir.

ORNEK 1.17

Hem 2 hemde 3 ile boliinebilen sayilar 2 . 3 = 6 sayisi ile de tam boliinebilir.
Buna gore, asagidaki sayilardan hangileri 6 ile tam bdliiniip, boliinemeyecegini gosterelim.
5046 sayisi, 3 ile hem de 2 ile tam boliiniiyor. Bu say1 6 ile de tam boliinebilir.

2. 3927 sayisi, 3 ile tam boliiniiyor, ancak 2 ile tam boliinemez. Bu say1 6 ile de tam
boliinemez.

3. 73112 sayisi, 2 ile tam bdliiniiyor, ancak 3 ile tam boliinemez. Bu say1 6 ile de tam
boliinemez.

ORNEK 1.18

Hem 3 hem de 5 ile tam boliinebilen sayilar 3 . 5 = 15 sayisi ile de tam boliinebilir.
Buna gore, 60 sayisinin 15 sayist ile tam boliiniip, boliinemiyecegini gosterelim.
15 =3 .5 gibi asal sayilara ayirabiliriz.

60 sayist 3 ile tam béliinebilir. 60 : 3 = 20 dir.

60 sayist 5 ile tam béliinebilir. 60 : 5 = 12 dir.

O halde, 60 sayis1 3 ile 5 sayisinin ¢arpimi olan 15 sayisi ile de tam boliinebilir.

ORNEK 1.19

Dort basamakli 96a5 sayisinin 15 ile tam boliinebilmesi i¢in, a yerine yazilabilecek
rakamlarin kiimesini yazalim.

96a5 sayisinin 15 ile tam boliinebilmesi i¢in, bu say1 15 = 3. 5 oldugundan, hem 3
hem de 5 ile tam boliinebilmelidir. Birler basamagindaki rakam 5 oldugundan 96a5
sayisi 5 ile tam boliiniiyor. 96a5 sayisinin 3 ile de tam boliinebilmesi i¢in, basamaklarindaki
rakamlarin say1 degerlerinin toplami olan, 9 +6 + a +5 = 20 + a sayis1 3 iin kat1
olmalidir. Buna gore, a yerine, 1, 4, 7 rakamlarindan biri yazilabilir.

O halde, a yerine yazilabilecek rakamlarin kiimesi {1, 4, 7} olur.
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@ f. En Biiyiik Ortak Bslen (EBOB)

Iki ya da daha cok dogal saymin her birini tam bolen en biiyiik sayma sayisina, bu
sayilarin en biiyiik ortak boleni denir. (EBOB) seklinde yazilabilir.

ORNEK 1.20
90 ve 72 sayilarinin en biiyiik ortak bolenini (EBOB) bulalim.

90 ve 72 sayilarin EBOB, hem 90 ve hem de 72 yi tam bolen en biiyiik dogal
sayidir. Bu iki saymmin EBOB bulmak i¢in,

90 2 72 2
45 3 36 2
15 3 18 2
5 5 9 3
1 3 3
1

90=2.32.5

72 =23 . 32 oldugundan,
EBOB (90;72)=2.32=2.9=18 olur.

EBOB bulurken, 90 ve 72 nin asal carpanlarindan ortak olanlarin en kiigiik iisliileri
almip carpilir.

g. En Kiiciik Ortak Kat (EKOK)

@ Iki ya da daha cok dogal sayinin, ortak katlarindan en kiiciigiine, bu sayilarin en
kiigiik ortak kat1 denir. (EKOK) seklinde yazilabilir.

ORNEK 1. 21
24 ve 84 sayilarinin en kiigiik ortak katim1 (EKOK) bulalim.

24 2 84 2
12 2 42 2
6 2 21 3
3 7 7
1 1
24=23.3

84=22.3.7 EKOK (24,84)=23.3.7=8.21 =168 dir.
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EKOK bulurken, 24 ve 84 iin asal ¢arpanlarindan iisleri en biiyiik olanlar ile ortak
olmayanlarin hepsinin ¢arpimi yapilir.

h. Dogal Sayilarda Siralama

@ a ve b dogal sayilar1 verilsin. a + ¢ = b olacak sekilde bir c € N* varsa, “a sayisi
b sayisindan kiiciiktiir’denir. a < b seklinde gosterilir.

O halde, a < b ise a + ¢ = b olacak sekilde, mutlaka bir ¢ € N* sayis1 vardir.
a< b yerine, b >adayazilabilir. a<b ise a<b veya a=Db seklindedir.

ORNEK 1. 22
1. 5+9=14 ise 5< 14 diir

5+9=14 ise 9< 14 diir.
2. 8<12 ise 8 +4 =12 olacak sekilde bir 4 € N vardir.
3. 5<11 ve 11 <13 ise 5< 13 olur.

Dogal Sayilarda Siralamanin Ozelikleri
1. Her a, b € N i¢in, asagidaki ii¢c durumdan, yalmiz ve yalniz birisi dogrudur.
(1)a<b ; 2)a>b ; 3)a=b

2. Hera,b,ceN icin, a< b ve b< ¢ ise a< b (Gecisme Ozeligi)

3. Her a,b,cEeN icin, a+c<b+c ise a < b (Sadelestirme)

4., Hera,b&eN ve cENTicin, a.c< b.c ise a< b (Sadelestirme)

5. a<b ve c<d ise a+c< b+d (Esitsizlikler taraf tarafa toplanabilir)
(“ Sizde dogal sayilarda siralamanin 6zeliklerine ait dogal sayilarla cesitli islemler

yaparak dogrulugunu gosteriniz.




8 OZET

*  Sonlu bir kiimenin elemanlarinin kag¢ tane oldugunu belirten 0, 1, 2, 3, ..., n, ...
sayilarindan her birine, dogal say1 denir. Biitiin sonlu kiimelerin eleman
sayilarinin kiimesine, dogal sayilar kiimesi denir. N ile gosterilir.

*  Sifirin disindaki biitiin dogal sayilara, sayma sayilari denir. Sayma sayilar
kiimesi N+ ile gosterilir.

*  Iki ile boliinebilen dogal sayilara, ¢ift dogal sayilar, iki ile boliinemeyen dogal
sayilara da, tek dogal sayilar denir.

* ave n birer dogal say1 ve n # 0 olmak lizere, n tane a nin ¢arpilmasindan elde
edilen saylya, a nin n inci kuvveti denir. a seklinde yazilir.

am , an = gm+n ; (am)yr = gmn ; (a.b)*=anb" dir.

* a, b, m, ndogal sayilar a # 0, b # 0 olmak {izere,

*  Birden biiyiik olan, bir ve kendisinden baska boleni olmayan dogal sayilara, asal
say1 denir.

* a,b,cEeN icin, a=b.coluyorsa b ile c dogal ayilarina, a nin ¢arpanlart denir.
b ile c asal say1 ise bunlara a nin asal ¢arpanlar1 denir.

*  Birden bagka ortak boleni olmayan iki dogal sayiya, aralarinda asaldirlar denir.

* 2 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayiin, birler basamaginda, 0, 2, 4,
6, 8 rakamlarindan biri var ise bu say1 2 ile tam bdliinebilir.

* 3 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayinin, basamaklarindaki
rakamlarin say1 degerleri toplami, 3 ve 3 {in kat1 ise bu dogal say1 3 ile tam boliinebilir.

* 4 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal saymnin, birler ve onlar
basamagindaki rakamlarin olusturdugu iki basamakli say1 4 ile boliiniiyorsa, bu
say1 4 ile tam boliinebilir.
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* 5 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayimnin, birler basamagindaki
rakami O veya 5 olan sayilar, 5 ile tam boliinebilir.

* 8 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayinin, son ii¢c basamagi 8 in kati
veya 000 olan sayilar, 8 ile tam béliinebilir.

* 9 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayinin, rakamlarinin toplami
9 veya 9 un kati olan sayilar, 9 ile tam boliinebilir.

* 11 ile boliinebilme kurali: Herhangi bir dogal sayinin, basamaklarindaki rakamlari,
sagdan sola dogru birer basamak atlayarak, say1 degerlerini toplayalim. Bu
toplamdan arada kalan basamaklardaki rakamlarin sayr degerleri toplamini
cikaralim. Fark sifir (0) veya 11 in kati ise bu say1 11 ile tam boliinebilir.

*  Farkli iki say1 ile ayr1 ayr1 tam boliinebilen bir dogal say1, bu asal sayilarin ¢arpimi
ile de tam boliinebilir.

* ki ya da daha ¢ok dogal sayinin herbirini tam bolen en biiyiik sayma sayisina, bu
sayilarin en biiyiik ortak boleni denir. (EBOB) seklinde yazilir.

* Jki ya da daha ¢ok dogal saymn ortak katlarindan en kiigiigiine, bu sayilarm
en kiiciik ortak kat1 denir. (EKOK) seklinde yazilabilir.

* ave b dogal sayilan verilsin. a + ¢ = b olacak sekilde bir c € N* varsa, a sayis1
b sayisindan kiiciiktiir denir. a < b seklinde yazilir.




MATEMATIK 2

ALISTIRMALAR

1. Iki basamakli bir dogal sayinin rakamlari yer degistirildiginde say1 54 azaliyor. Bu
sayinin rakamlar farki kag¢ olur?

2. “aaa” lic basamakli sayisi, hangi sayiya daima tam olarak boliinebilir?

3. “1234a” beg basamakli sayisinin 6 ile tam bdliinebilmesi i¢in “a” yerine hangi
rakamlar gelmelidir?

4. 64372 sayisinin 11 ile tam olarak bdliiniip, boliinemeyecegini bolme islemi
yapmadan bulunuz.

5. 1 den 1000 e kadar (1000 dahil) olan dogal sayilardan kag tanesi 2 veya 3 ile tam
olarak boliinebilir?

6. “120” sayisin1 bolebilen, ka¢ tane dogal say1 vardir?

7. Boyutlar1 4,2 m ve 3, 8 m olan bir odanin tabanina, kare biciminde fayanslar
dosenecektir. Fayanslarin birer kenarinin uzunlugu, en fazla kac¢ cm olmalidir?

8. Ali bilyelerini 6 I1 kiimelere ayirdiginda, 5 bilye artiyor. 8 1i kiimelere ayirdiginda,
7 bilye artiyor. 9 lu kiimelere ayirdiginda, 8 bilye artiyor. Buna gore, Ali’nin en az
kag bilyesi vardir?

9. Cembersel bir yolu A hareketlisi 9 dakikada, B hareketlisi 12 dakikada gidiyor. Bu
iki hareketli cembersel yol ilizerindeki bir M noktasinda, ayn1 anda ve ayr1 yonde
harekete bashiyor. Hareketliler, harekete bagladiklari andan t dakika sonra M
noktasinda, ilk kez birlikte gectiklerine gore, t zaman1 bulunuz.

M

10. Bir ogrenci defterine liggen ve dortgen ¢izmektedir. Hepsi 27 tane olan bu sekillerin,
koselerinin sayis1 92 tane olduguna gore, kag tane dortgen ¢izmistir?
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2. TAM SAYILAR
a. Tanim

@ Dogal sayilarin bir¢cok problemin ¢oziimiinde yetersiz kaldigini goriiriiz. Bilim
insanlari, dogal sayilarla coziilemeyen problemleri ¢ozebilmek icin sayilari gelistirdiler.
Dogal sayilar1 da kapsayacak sekilde, cikarma islemine gore kapali olan, toplama
islemine gore her elemanin tersi bulunan, daha genis bir kiime tanimladilar. Bu

kiimeye, tam sayilar kiimesi denir. Z ile gosterilir.

@ 77 =1 ..,-3,-2, -1} kiimesine, negatif tam sayilar kiimesi,
Z+t=1{1, 2,3, ...} kiimesine, pozitif tam sayilar kiimesi denir.

Buna gore, Z=72"U {0} U Zt ={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...} dir.

Tam sayilar kiimesini, say1 ekseni iizerinde gosterelim.

Z-lnegatif tam sayilar 7" pozitif tam sayilar
<~ t } + t + } Say1 dogrusu
-3 -2 -1 0 1 2

Cizilen say1 dogrusunda, sifirin saginda yer alan sayilar, pozitif tam sayilar
kiimesinin elemanlari, sifirin solunda yer alan sayilar, negatif tam sayilar kiimesinin
elemanlaridir.

Boylece, Z=7"U {0} U Z* olur.

ORNEK 1.23
Dogal sayilar kiimesinde, x +2=5 ve x + 5 =2 denklemlerin ¢oziim kiimelerini bulalim.

x + 2 =5 denkleminin dogal sayilarla ¢oziim kiimesi, C = {3} tiir.
x + 5 = 2 denkleminin dogal sayilarda ¢oziim kiimesi, C = { | dir.

ORNEK 1. 24
Tam sayilar kiimesinde, x + 3 = | ve x + 5 = 2 denklemlerin ¢6ziim kiimelerini bulalim.

x + 3 = 1 denkleminin tam sayilarda ¢oziim kiimesi, ¢ = { - 2} dir.
X + 5 = 2 denkleminin tam sayilarda ¢6ziim kiimesi, C = {-3} tiir.
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b. Tam Sayilar Kiimesinde Toplama Islemi
”“» Aynu isaretli iki tam sayinin toplam1 bulunurken, sayilar toplanir. Bu saymnin isareti,
toplamin isareti olur.

”“» Zat isaretli iki tam say1 toplanirken, say1 degeri biiyiik olandan kiiciik olan cikarilir.
Biiyiik olanin isareti toplamin isareti olur.

Tam Sayilar Kiimesinde Toplama Isleminin Ozelikleri
I. Kapahlik Ozeligi

”“» Herhangi iki tam sayimnin toplami yine bir tam sayidir. Buna gore, tam sayilar
kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

II. Degisme Ozeligi
”“» Tam sayilar kiimesinde toplama isleminin degisme 6zeligi vardir.

Hera,be Zigin,a+b=>b+a olur.

III. Birlesme Ozeligi
”“» Tam sayilar kiimesinde toplama isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Hera,b,cE€Zicin, (a+b)+c=a+(b+c)dir

IV. Etkisiz (Birim) Eleman
||||» Tam sayilar kiimesinde, sifir sayisi toplama islemine gore etkisiz (Birim) elemanidir.

Hera€eZ icin, a+0=0+a=a olur.

V. Bir Elemanin Tersi

@ Tam sayilar kiimesinde, toplama islemine gore, her elemanin tersi vardir.
Hera &€ Zigin, a+ b =b+ a=0 olacak sekilde bir b € Z vardir. Bu sayiya, toplama
islemine gore a nin tersi denir. - a ile gosterilir.

Sifir hari¢ bir tam sayinin toplama iglemine gore tersi, o sayinn ters isaretlisidir.
Sifirin toplama islemine gore tersi sifirdir. Bu 6zelikleri birer 6rnekle aciklayalim.

ORNEK 1. 25
1. -7 ve + 4 tam sayilarinin toplami, (-7) + (+4) = - 3 diir.

-3 sayist tam say1 oldugundan, toplama islemine gore kapalidir.
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-

+8 ve -5 sayilari icin, (+8) + (-5) = 3 ve (-5) + (+8) = 3 oldugundan, degisme
ozeligi vardir.

-1, 5 ve 8 tam sayilari i¢in, [(-1) + (+5)] +(+8) = (+4) + (+8) = +12 ve
(-1) + [(+5) + (+8)] = (-1) + (+13) = +12 oldugundan, birlesme 6zeligi vardir.

+6 ve 0 sayilari i¢in, (+6) + (0) = +6 oldugundan, O etkisiz elemandir.

+4 ve -4 tam sayilar i¢in, (+4) + (-4) = 0 oldugundan, +4 tam sayisi, -4 tam
say1smin, toplama iglemine gore tersidir.

c. Tam Sayilar Kiimesinde Cikarma Islemi

Tam sayilar kiimesinde, bir tam say1 ile bir negatif tam sayimnin toplamai, birinciden

ikincinin ¢ikarilmas: anlaminda yeni bir islem ¢ikarma islemi olarak kabul edilir.

a, b € Z olmak iizere, a + (-b) toplamina, a ile b tam sayilarmnin farki denir. Bu

fark a - b biciminde gosterilir. Iki sayinim farkini bulma islemine de, ¢ikarma islemi
denir.

IL.

III.
IV.

ORNEK 1. 26
10 ve 4 tam sayilarinda ¢ikarma islemi, 10 - 4 = 6 dir.
-6 ve - 8 tam sayilarinda ¢ikarma islemi, -6 - (-8) =- 6 + 8 = 2 dir.

-11 ve 2 tam sayilarinda ¢ikarma iglemi, -11 - (2) =- 11 -2 =- 13 tiir.

Tam Sayilar Kiimesinde Cikarma Isleminin Ozelikleri
Kapalilik 6zeligi vardir.

Degisme 6zeligi yoktur.

Birlesme 6zeligi yoktur.

Birim eleman 6zeligi yoktur.

Ters eleman 6zeligi yoktur.

Sizde tam sayilar kiimesinde ¢ikarma islemine ait cesitli islemler yapiniz. Ozelik -

lerini 6rneklerle gosteriniz.
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¢. Tam Sayilar Kiimesinde Carpma Islemi

@ Iki tam saymin ¢arpimi yapilirken, sayilarmn isaretine bakilmaksizin carpilir.
Carpanlar ayni isaretli ise carpimin isareti pozitif (+) olarak alinir. Carpanlar zit isaretli
ise carpimin isareti negatif (-) olarak alinir.

ORNEK 1. 27
(+5) . (+4) =+20
(-9) . (-3) =+27
+7).(-9) =-63
(-8).(+2)=-16

Ll .

Tam Sayilar Kiimesinde Carpma Isleminin Ozelikleri
I. Kapahlik Ozeligi

||||» Herhangi iki tam saymin ¢carpimi yine bir tam sayidir. Tam sayilar kiimesi carpma
islemine gore kapalidir.

II. Degisme Ozeligi
||||» Tam sayilar kiimesinde, ¢carpma isleminin degisme 6zeligi vardir.

Hera,b&Z i¢in, a.b=Db.a olur.

III. Birlesme Ozeligi
||||» Tam sayilar kiimesinde, ¢carpma isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Hera,b,c€Z icin, (a.b).c=a.(b.c) dir.

IV. Etkisiz (Birim) Eleman
||||» Tam sayilar kiimesinde +1, ¢arpma iglemine gore etkisiz (birim) elemanidir.

Hera€Zicin, a.1=1.a=adm

V. Bir Elemanin Tersi

Tam sayilar kiimesinde a # + 1 olmak iizere, hera €Z ic¢in, a.x =1 olacak sekilde
”“» X € Z yoktur.

O halde, tam sayilar kiimesinde, ¢carpma isleminin ters eleman 6zeligi yoktur.
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-

ORNEK 1. 28

Tam sayilar kiimesinde, ¢arpma igleminin birlesme 6zeliginin oldugunu gosterelim.
a=3,b=4,c=51ise, a.b=3).(-4)=-12

(@a.b).c=(-12).(5)=-60 dir.

b.c=(4).(5)=-20 ; a.(b.c)=3.(-20)=-60 dir.

O halde, (a.b).c=a. (b.c) oldugundan,

[B).(-D].5)=03).[(-4).O5)]
- 60 = - 60 olur.

O halde, tam sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin bilesme 6zeligi vardir.

ORNEK 1.29

Tam sayilar kiimesinde, carpma igleminin ters eleman 6zeliginin olmadigmni gosterelim.

a=9 ise 9.x=1 den, x =é olur. éﬁf Z oldugundan, 9 tam sayisinin

carpma islemine gore, tersi yoktur.

Siz de tam sayilar kiimesinde, carpma islemine ait cesitli islemler yapiniz. Bu tam

sayilar kiimesinde kapalilik, degisme ve etkisiz eleman Ozeliklerini Orneklerle
aciklaymniz.

d. Tam Sayilar Kiimesinde Bolme Islemi

Iki tamsayimin boliimii yapilirken, sayilarin isaretine bakilmaksizin bolme islemi

yapilir. Bolme isleminde ayni isaretli iki tamsayinin boliimii pozitif, ters isaretli iki tam
sayinin boliimii negatif isaretlidir.

e

IL.

III.
IV.

V.

Tam Sayilar Kiimesinde Bolme Isleminin Ozelikleri
Kapalilik 6zeligi yoktur.

Degisme 6zeligi yoktur.

Birlesme 6zeligi yoktur.

Birim eleman 6zeligi yoktur.

Ters eleman 6zeligi yoktur.

Sizde tam sayilar kiimesinde, bolme islemine ait cesitli islemler yapiniz. Bu tam

sayilar kiimesinde kapalilik, degisme, birlesme Ozeliklerinin olmadigini 6rneklerle
gosteriniz.
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e. Kalanli Bolme

Asagidaki sekilde goriildiigii gibi, tam sayilar kiimesinde, a tam sayisi, b tam
sayisina boliindiigiinde, boliim ¢ tam sayisi, kalan ise negatif olmayan bir k tam

sayisidir.
a b
b.c c
k

Bolme esitligi ise, a=b.c+k dir.

Kalan k tam sayis1, 0 <k <I|b | araligindadir.

ORNEK 1. 30
39 Tam sayisi 4 tam sayisina bolerek, boliimii ve kalan1 bulalim. Bolme esitligini
yazalim.
39 4
36 9
03

Bolim : 9, Kalan: 3 tiir.

Bolme esitligi @ 39=4.9+3 olur

f. Bir Tam Sayinin Mutlak Degeri
”“» a tam sayisinin mutlak degeri, | a | ile gosterilir.
a pozitif tam sayrise, lal=a dir.
a=0ise, lal=101=0 dir

a negatif tam sayrise, lal=-a dir

ORNEK 1. 31
161=(6) dir.
2. 1-6l=-1-6l =6 dir.

g. Tek ve Cift Tam Sayilar

||||» Tam sayilar kiimesinin elemanlarindan 2 nin kati olanlarin olusturdugu kiime,
cift tam sayilar kiimesidir. Bu kiime, C={ ... -4,-2,0, 2, 4, ...} diir.
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||||» Tam sayilar kiimesinde 2 nin kati olmayan elemanlarin olusturdugu kiime,
tek tam sayilar kiimesidir. Bu kiime, T=1{ ..., -5,-3,-1,0, 1, 3, 5, ...} dir.

n bir dogal say1 olmak iizere;
”“» w20 -2, 2n, 2n + 2, 2n + 4, ... sayilari ardigik c¢ift sayilardir.
. 2n-3, 2n-1, 2n+ 1, 2n + 3, ... sayilar1 ardigik tek sayilardir.

Tek ve cift tam sayilarda yapilan islemlerde;
IKi ¢ift sayinin toplamu, cift sayidur.

Iki tek sayinimn toplamu, ¢ift sayidir.

Bir tek bir ¢ift saymin toplami, tek sayidir.
Iki tek sayinimn carpimu, tek sayidur.

IKi ¢ift sayinimn carpimu, cift sayidur.

Bir tek bir ¢ift saymin ¢arpimu, ¢ift sayidir.

NS A=

Bir tek saymin kuvveti, tek sayidir.

ORNEK 1. 32

Ardigik 3 tek tam sayimnin toplami 99 tiir. Bu tam sayilardan biiyiik olan1 bulalim.
Ardigik ti¢ tek tam say1; 2n + 1, 2n + 3 ve 2n + 5 olsun.
2n+1+2n+3+2n+5=99; 6n=99-9; 6n=90; n=15 dir.
Biiyiik olan tam say1y1 bulmak i¢in,

2n+5=2(15)+5=30+5 =35 olur.

ORNEK 1.33

Bir tek tam sayinin karesinin de bir tek tam say1 oldugunu gosterelim.
a bir tek tam say1 olsun. O zaman,a=2n+1, n€Z dir
a2=2n+1)2=4n2+4n+1=4n(n+ 1) +1=22n(n+ 1]+ 1ve
2n(n + 1) =mdersek, me Z dir.

O halde, a2 = 2m + 1 olur.

Burada, m € Z oldugundan, bir tek tam saymnin karesi de bir tek tam sayidir.
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h. Bir Tam Sayimnin, Dogal Say1 Kuvveti

——

@ a bir tam say1, n sifirdan farkli dogal say1 olmak iizere, a® =a.a.a ... a ifadesine,

n tane

bir tam saymin dogal say1 kuvveti denir.

n cift sayma sayisi ise (-a)? = an dir.
”“» ciit say y (-a)

n tek sayma sayisi ise (-a)? =-a? dir.

ORNEK 1.34

1. (-22=(2)(-2)(-2)(-2) =16 =2* dir.

2. (3P =(3)(-3)(-3)=-27=-3% dir.

1. Tam Sayilarda islem Yapma

Ayni veya zit isaretli tam sayilarla toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme islemlerini
ve Ozeliklerini daha 6nce gordiik.

Bir cok islemi bir arada bulunduran ifadelerde islem yaparken, oncelik sirasi
parantez icindeki ifadelerindir. Sonra sirasiyla kuvvet, carpma, bolme, toplama ve
cikarma islemleri yapilir. Buna dikkat edilmez ve parantez kullanilmazsa netice farkli
cikabilir. Simdi de bunu 6rneklerle aciklayalim.

||||» I. Bolme isleminin birlesme 0zeligi olmadigindan, a : b : c ifadesindeki islem
anlamsizdir. Tam say1 degeri bulunamaz.

ORNEK 1. 35
16 : 4 : 2 ifadesinde, (16 :4):2 seklinde olursa, 4 : 2 =2 olur.
16 : 4 : 2 ifadesinde, 16: (4 : 2) seklinde olursa, 16 :2 = 8 olur.

O halde, ifadenin sonucu ayni olmuyor. Buna gore, ardigik olarak bolme islemleri
varsa, mutlaka parantez kullanilmalidir.
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”“» II. a.b:cifadesi anlamlidir. Ciinkiia. (b:c)=(a.b): cdir.

ORNEK 1. 36
16 . 4 : 2 ifadesinde, 16.(4:2)=16.2 =32 olur.
16 . 4 : 2 ifadesinde, (16.4):2 =64 :2 =32 olur.

O halde, ifadenin sonucu ayni1 oluyor.
”“» III. a:b.c yazilist anlamsizdir. Ciinkii (a: b) .c#a: (b . c) dir.

ORNEK 1. 37
16 : 4 .2 ifadesinde, (16:4).2 =4 .2 =8 dir.
16 : 4 .2 ifadesinde, 16 : (4.2) =16 : 8 =2 dir.

O halde, ifadenin sonucu ayni olmadindan mutlaka parentez kullanilmalidir.

ORNEK 1. 38
1 [(:3).(42)] :(-5+2)=(-6):(-3)=+2

2 [(2243P. 1244 241 =[(-4 43P, 12+4]:(+2-1)

=17, 12+4]: (+1)=(-12+4):(+1)=(-8) : (+1) = -8
3(x-y)+5(y-x)+(-yP=3x-3y+5y-5x+y2=-2x + 2y +y2

ORNEK 1. 39

% ifadesini tam say1 yapan, m dogal sayilarinin toplamin1 hesaplayalim.

3Jm+8 _3m , 8 _3, 8 4
m m m m

Verilen ifadenin dogal say1 olabilmesi icin, % dogal say1 olmalidir. Bunun ig¢in,

m nin degerleri 8 in dogal say1 bolenleridir. Bunlarda, 1, 2, 4, ve 8 dir.

O halde, istenen toplam 1+ 2 + 4 + 8 = 15 olur.
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ORNEK 1. 40

Bir kirtasiyect, 5 tanesini 3000 kurustan aldig1 defterlerin, 3 tanesini 5000 kurustan
satarak 640 lira kazanmistir. Buna gore, kartasiyeci kag tane defter satmistir?

Kirtasiyeci defterleri 3 lii ve 5 1i kiimelere ayirabildigine gore, defterlerin sayisi
15 in katidir. Bu defterlerin 15 tane oldugunu diisiinelim.

15:5=3 (kiime)

3 x 3000 = 9000 kurus (Defterlerin alis fiyati)
15:=5 (kiime)

5 x 5000 = 25000 kurus (Defterlerin satis fiyatr)

25000 - 9000 = 16000 kurus (15 defterden yapilan kér)
640 lira = 64000 kurus

64000 : 16000 = 4 (Katr)

15 x 4 = 60 tane (Defterlerin sayis1)

i. Grup

@ Bir A kiimesi ile bu kiime iizerinde tanimli bir A islemi verilsin. A kiimesi
A islemiyle birlikte, asagidaki dort 6zeligi sagliyorsa (A, A) sistemine bir grup denir.

”“» I.  Akiimesi, A islemine gore kapalidir.
Hera,b& Aicin,aAb € A dir.
”“» II. Akiimesinde, A isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Hera,b,cE Aicin, aA(bAc)=(aAb)Acdir

”“» ITI. A kiimesinde, A islemine gore birim eleman vardir.

Hera€ Aicin, aAe=eAa=adr. e € Aise e birim elemandir.

”“» IV. Akiimesinde, A islemine gore, A kiimesinin her elemanin tersi vardir.

Hera€ Aigcin, aAb=bAa=e olacak sekilde bir b € A vardur.
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ORNEK 1. 41

Dogal sayilar kiimesi ile, bu kiime iizerinde tanimlanan toplama igleminin olusturdugu
(N, +) sisteminin, bir grup olup olmadigim arastiralim.

Bunun i¢in (N, +) sisteminin grup olma sartlarim saglayip saglamadigina bakmaliyiz.

I. Hera, b €& Nigin, (a + b) € N dir. Iki dogal saymn toplami yine bir dogal say1
oldugundan, dogal sayilar kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

II. Hera,b,cENicin,a+ (b+c)=(a+b)+c oldugundan, dogal sayilar kiimesinde
toplama isleminin birlesme 6zeligi vardir.

III. Herae Ni¢in, a+0 =0+ a =a oldugundan, dogal sayilar kiimesinde toplama
isleminin etkisiz elemani O (sifir) dir.

IV. Sifirdan farkli hi¢cbir dogal saymin, toplama islemine gore ters elemani yoktur. 5
sayisinin toplama islemine gore ters elemam -5 sayisidir. -5 sayis1 dogal sayi
olmadigindan, dogal sayilar kiimesinde toplama islemine gore ters eleman yoktur.

O halde, dogal sayilar kiimesi toplama islemine gore grup degildir.

ORNEK 1.42

Tam sayilar kiimesi ile lizerinde tanimh toplama islemi, istenilen ozelikleri sagladigindan
grup olusturur. (Z, + ) sistemi bir gruptur.

@ Tam sayilar kiimesinde toplama isleminin, degisme 0zeligi de vardir. Degisme
0zeligi olan gruplara degismeli grup denir. O halde, (Z, + ) sistemi degismeli bir gruptur.

ORNEK 1. 43

Tam sayilar kiimesi ¢carpma islemine gore (Z, . ) sisteminin bir grup olup olmadigim
aragtiralim.

I. Hera,beZigin, (a.b) €Z oldugundan, tam sayilar kiimesi carpma iglemine
gore kapaldir.

II. Hera,b,cEZ igin, a. (b.c)=(a.b).c oldugundan, tam sayilar kiimesinde
carpma islemin birlesme 6zeligi vardir.

III. Hera€eZigin, a.1=1.a=a oldugundan, tam sayilar kiimesinde carpma igleminin
etkisiz elemani 1 dir.

IV. Bazi tam sayilarin ¢carpma islemine gore ters elemani yoktur.

O halde, tam sayilar kiimesi carpma iglemine gore grup degildir. (Z, . ) sistemi grup
degildir.




2 OZET

- Dogal sayilar1 da kapsayacak sekilde, ¢cikarma islemine gore kapali olan, toplama
islemine gore, her elemanin tersi bulunan, daha genis bir kiime tanimlandiginda, bu
kiimeye tam sayilar kiimesi denir. Z ile gosterilir.

Z-=1{..,-3,-2,-1} kiimesine, negatif tam sayilar kiimesi,

Z+=1{1,2,3, ...} kiimesine, pozitif tam sayilar kiimesi denir.

Buna gore, Z=72"U {0} U Z+* ={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...} dir.

- Aym isaretli iki tam saymin toplamini bulurken, sayilar toplanir. Bu saymin isareti,
toplamin isareti olur. Zit isaretli iki tam say1 toplanirken, say1 degeri biiyiik
olandan kiigiik olan ¢ikarilir. Toplama biiyiik olanin isareti verilir.

- a, b € Z olmak iizere, a + (-b) toplamina a ile b tam sayilarinin farki denir. Bu
fark, a- b biciminde gosterilir. Iki saymin farkin1 bulma islemine de ¢ikarma
islemi denir.

- Iki tam saymn carpimi yapilirken, sayilarin isaretine bakilmaksizin garpilir.
Carpanlar ayni isaretli ise carpimun isareti pozitif (+) olarak alinir. Carpanlar zit
isaretli ise carpimin isareti negatif (- ) olarak alinir.

- Iki tam saymin boliimii yapilirken, sayilarim isaretine bakilmaksizin bélme islemi
yapilir. Bolme igleminde ayni isaretli iki tam sayinin boliimii pozitif, ters isaretli iki
tam sayinin boliimii negatif isaretlidir.

- Kalanl bir bolme isleminde a tam sayisi, b tam sayisina boliindiigiinde boliim ¢
tam sayisi, kalan ise negatif olmayan bir k tam sayisidir. Bolme esitligi ise
a=b.c+k dm

- a tam sayisitmin mutlak degeri | a | ile gosterilir. a pozitif tam say1 ise
lal=a dir. a=0iselal=101=0dwr. anegatif tamsayiiselal=-adir

- Tam sayilar kiimesinin elemanlarindan, 2 nin kati olanlarin olusturdugu kiimeye,
cift tam sayilar kiimesi denir. Tam sayilar kiimesinde 2 nin kati olmayan elemanlarin
olusturdugu kiimeye, tek tam sayilar kiimesi denir.
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a bir tam say1, n sifirdan farkli dogal say1 olmak iizere, a® =a.a. a ... a ifadesine,

——

n tane

bir tam saymin, dogal say1 kuvveti denir.

- Bir c¢ok islemi bir arada bulunduran ifadelerde islem yaparken, oncelik sirasi
parantez icindeki ifadelerindir. Sonra sirasiyla kuvvet, carpma, bolme, toplama ve
cikarma islemleri yapilir.
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki islemleri yapimz.
a. (2)+6-(-3)+5-8
b (1 - ()][-(5-6)+(-3+7)
¢ [9-2(2-3):[-(3+7)-(-3)
¢ 2+3.[5-8:(6-2)
d. 2-26:[1+3-(2+2)

2. 41a2 sayisi 3 ile tam olarak boliinebildigine gore, sayinin onlar basamagindaki “a”
yerine yazilabilecek rakamlarin toplami kagtir?

3. Birbirinden farkli ii¢ basamakli dort tam saymin toplami 3500 diir. Bunlardan en
kiiciigii en az kag olabilir?

4. Bir atam sayisinin 41 ile boliimiinde boliim 40 kalan 38 oluyor. Bu saymin 8 ile
boliimiinden kalan kagtir?

5. Bir manav karpuzlarin tanesini 1500 kurustan satarsa 20000 kurus zarar, tanesini
2000 kurugtan satarsa 20000 kurug kar ediyor. Buna gore, manavin kag¢ karpuzu
vardir?

6. aveb pozitif tam sayilardir. a + 2b = 15 esitliginde “a” nin alabilecegi, en kiigiik
ve en biiyiik degerleri kactir?

[P 2)

ifadesini tam say1 yapan, “a” nin tamsay1 olarak alabilecegi degerleri bulunuz.

7 a+7
) +

8. Bir tam saymin 9 eksiginin 3 kati ile kendisinin 5 fazlasi toplaniyor. Toplam 58
olduguna gore, bu tam say1 kactir?

9. A ={ -1, 1} kiimesi iizerinde tanimlanan c¢arpma islemi, bir degismeli grup
olusturur mu? Neden?

10. Cift tam sayilar kiimesi C = {..., -4, -2, 0, 2, 4, ...} veriliyor. (C, + ) sistemi
degismeli grup mudur? Neden?
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3. MODULER ARITMETIK

N9

“Saat aritmetigi” de diyecegimiz bu boliimde, bildigimiz toplama ve ¢arpmadan
farkl1 yeni bir toplama ve carpma iglemlerini gorecegiz.

ORNEK 1.44
Gece saat 10 da yatan ve 9 saat uyuyan Ali, sabah saat kacta kalkmistir?
Bu problemin ¢oziimii, 10 + 9 =19 dur.

Saat lizerinde 19 yoktur. Saat lizerinde 10 dan itibaren 9 birim sayarsak 7 oldugunu
goriiriiz. Saat iizerindeki rakamlarla toplama islemi 10 + 9 = 7 olur.

Bu ve bunun gibi iglemler, modiiler aritmetik dalmin konusudur.

a. Tanim
@ a ve b tamsayilar1 verilen bir m pozitif tamsayisina boliindiiklerinde, ayn1 kalani
verirse “a tam sayisi, b tam sayisina, m modiiliine gore denktir” denir. a = b (mod m)

seklinde gosterilir.

a = b (mod m) ifadesi ayn1 zamanda a - b, m ile boliiniir. Ya da m, a - b yi boler
seklinde de ifade edilir.

ORNEK 1.45
3 5 33 5 48 5
_0 0 300 e I R
3 kalan m m
3=5.0+3 33=5.6+3 48=5.9+3
3=3(mod5) 33 =3 (mod 5) 48 = 3 (mod 5)

Burada 3, 33 ve 48 tam sayilarinin, 5 ile boliinmesinden elde edilen kalanlar 3 e
esittir. 5 e boliindiigiinde 3 kalanin1 veren bagka tam sayilar da vardir.

Bu durumda, 5 in kalan siniflaria gore, 3, 33 ve 48 sayilar1 denktir.

Ornek 1.45°de oldugu gibi, tam sayilar kiimesinde, p = {(a, b) | a ve b nin 5 ile
boliinmesinden elde edilen kalanlar aymdir.} bagntist ile tanimlanir. Bunu genellestirirsek,
tam sayilar kiimesi iizerinde her m € Z* i¢in, B = {(a, b) | a - b, m ile boliiniir.}
bagintist vardir.
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Bu bagintinin, bir denklik bagintist oldugunu gosterelim.
Her a € Z i¢in, (a, a) € § (Yansima)
2. Hera,b& Zigin, (a,b) € B ise (b, a) € (Simetri)
Her a, b,c €Z i¢in, (a, b) EB ve (b,c) EPise (a,c) € P dir. (Gecisme)

”“» Bu o6zeliklere gore, § bagintisi bir denklik bagintisidir.

B denklik bagintisi, tam sayilar kiimesini denklik siniflarina ayirir.

Bir a tam sayis1 5 e boliindiigiinde kalan 0, 1, 2, 3, 4 sayilarindan biri olur. Buna

gore, tam sayilar kiimesi 5 modiiliine goére, 0,1,2,3,4 kalanlar siniflarina (denklik
smiflarina) ayirir.

Tam sayilar kiimesinde, 5 modiiliine gore kalan siiflari;

0 ={...,-10, -5, 0, 5, 10, ...)

m pozitif tam say1 olmak iizere, tam sayilar kiimesi, m modiiliine gore;

0,1,2, .., (m - 1) kalan siniflarina (denklik siniflarma) ayrilir.

m modiiliine gore, kalan siniflarinin (denklik siiflarinin) kiimesi,

Z/m= {6, T, 5, §, . (m - 1)} dir.

m modiiliine gore, kalan smiflar1 kiimesinde a ile b aym kalan siifa ait ise,
a = b (mod m) seklinde yazilir.
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Ll

Buna gore, asagidaki aciklamalar1 yapabiliriz.

a= b (mod m)ise a ve b ayni kalan simifina aittir.

a= b (mod m) ise aile b nin farki, m ile tam bdoliiniir.

a= k(mod m) ve 0 <k <m ise anin, m ile boliinmesinden kalan k dur.

a= 0 (mod m) ise a sayis1t m ile tam boliiniir.

ORNEK 1.46

Tam sayilar kiimesinin 3, 4 ve 6 ile boliinmesinden elde edilen kalan siniflarinin

kiimesini ayr1 ayr1 yazalim.

Z/3={0,1,2} dir.
Z/4={0,1,2,3) tir.

ORNEK 1.47

Tam sayilarda 2 ile boliindiigiinde, elde edilen kalan smiflarini ve Z / 2 kiimesini

yazalim.

3.

Kalan siniflari:

0={..-4,-2,0,2,4,..) ve 1={.,-3,-1,1,3,..) dir.
Z/2={5, T} olur.

b. Tam Sayilar Kiimesinde Modiile Gére, Kalan Siiflarin Ozelikleri

Kalan siniflar tam sayilar kiimesinin, ikiser ikiser ayrik alt kiimeleridir.

6, T, 5, - (m - 1) kiimeleri m modiiliine gore, kalan siiflar olsun.

Kalan siniflarinin birlesimi, tam sayilar kiimesini verir.

oNt=g,.,1N2=,...(m-2)N(m-1)= dir.

Kalan siniflarinin hicbiri, bog kiime degildir.

OUlU2U.., Um-1) = Z dir.
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N N

-

c. Teoremler

Hera,b,c,d,x€Z ve m,n€Z*, m>1 icin;
a=b (mod m) ve c=d (modm) ise,
atc=bzxd(modm)

a.c=b.d (modm)

axx=b+x x (modm)

a.x=b.x (modm)

at = b (mod m)

Bu teoremleri ispat etmeden, drneklerle dogrulugunu gosterelim.

ORNEK 1.48
54 =2 (mod 4) ve 69 = 1 (mod 4) ise taraf tarafa toplarsak,
(54+69)= (2+ 1) (mod4)

123 = 3 (mod 4) olur.

ORNEK 1.49
29 =1 (mod 7) ve 33 = 5 (mod 7) ise taraf tarafa carparsak,
(29.33) = (1.5) (mod 7)

957 = 5 (mod 7) olur.

ORNEK 1.50
524 sayisini, 7 ile boliinmesinden elde edilen kalani1 bulalim.
52 =4 (mod 7) )

Taraf tarafa toplarsak
54 = 2 (mod 7)

52.54= 4.2 (mod7)
56 = 1 (mod 7)

(5% = 1* (mod 7)
5% =1 (mod 7)

Buna gore, 524 sayisimin 7 ile boliinmesinden kalan 1 dir.



MATEMATIK 2

¢. Kalan Siiflar Kiimesinde Toplama ve Carpma Islemleri

m, pozitif tam say1 olmak iizere, m modiiliine gore, kalan siniflarinin kiimesi;

Z/m={6, T, 5, §, ...,(m— 1)} dir.

”“» Kalan siniflar1 kiimesinde, toplama iglemi @ sembolii ile, carpma iglemi © sembolii
ile gosterilir.
a, bEZ/m olduguna gore,
”“» 1. Toplamaislemi: a®@b=a+b dir.

2. Carpmaislemi: a®b=a.b dir.

ORNEK 151
7./ 5 kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri yaparsak, Z /5 = { 0,1,2,3, 4} dir.

Kalanlar smifi kiimesindeki, 2 ve 4 sayilart icin,
1. Toplamaislemi: 2@®4=6 =1 olur.
2. Carpmaiglemi: 2®4=2.

ORNEK 1.52
7./ 7 kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri yaparsak,

Z/7= { 6, T, 5, g, Z, §, 6 } dir. Buna gore, bazi sayilar i¢in,




MATEMATIK 2

d. Kalan Simflar Kiimesinde Toplama ve Carpma Isleminin Ozelikleri

a, b, ¢ € Z /m olmak iizere, ® ve @ islemleri i¢in asagidaki 6zelikler vardir.

5

Kapalilik 6zeligi vardir.
a®b=a +b EZ/m
a®b=a.bE€Z/m

I 2. Degisme ozeligi vardr.
a®b=b®a
a®@b=b®a

I 3. Birlesme ozeligi vardr.
ad(b@c) =(ad@b)®c
a®(b®c)=(a@b)®c

||||» 4., Birim (etkisiz) eleman1 vardir.
0®X=x®0=x
10x=x® 1=Xx

”“» 5. Toplama isleminin ters eleman1 vardir.
X®(X)=(X)®x=0 (Xin tersi -x dir.)
Bu o6zelliklerden yararlanarak, (Z / m, ®) sistemi degismeli bir gruptur.

”“» 6. © isleminin @ islemi ilizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.
a @boc)=@@b@@ec)
@®b)ec=E0d@bo®d)
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ORNEK 1.53

yaparak, elemanlarinin terslerini bulalim.

@| o] 1] 2| 3] 4 ® o] 1| 2| 3] 4
olofl1|2]|3]4 0jojJojojofoO
1l1]2]3]4]0 1[{0|1[2]3]4
202134 0]1 210[2] 4|13
31340 1] 2 3[0[3]1]4]2
4lalol1]|2]3 4104|321

Tablodan da goriildiigii gibi,

@ islemine gore,

0 tersi 6; 1 in tersi 4 ; 2 in tersi 3 ; 3 {in tersi 2 ; 4 in tersi 1 dir.
® islemine gore,

1 intersi 1 ; 2 in tersi 3 ; 3 {in tersi 2 ; 4 in tersi 4 diir.

Sifirin ¢arpma islemine gore tersi yoktur.

ORNEK 1.54

Yukaridaki Ornek 1.53 de ¢izdigimiz Z / 5 kalan smiflar1 kiimesinde, toplama ve
carpma tablosundan faydalanarak, 2 ® (4 @ 4) ifadesinin sonucunu bulalim.

7./ 5 kalan smiflar kiimesinde toplama ve ¢arpma tablolarina gore,

5@(Z®Z)= 2@ 3= T olur.
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e. Cesitli Ornekler

ORNEK 1.55

376 1n 5 ile boliimiinden elde edilecek kalanin kag¢ oldugunu bulalim.
3 =3 (mod>5)

32 =4 (mod 5)

34 =1 (mod 5)

(34)"°= 1'° (mod 5)
376 = 1 (mod 5)

O halde, 376 1n 5 ile boliimiinde kalan 1 olur.

ORNEK 1.56

7124 1n birler basagindaki rakami bulalim.
7 =7 (mod 10)

72 = 9 (mod 10)

74 =1 (mod 10)

(74P = 13! (mod 10)
7124 = 1 (mod 10)

Ayn1 modiillii iki denklik taraf tarafa carpilabileceginden,
7124 = 1 (mod 10)

x 7%= 9 (mod 10)
7126 = 9 (mod 10)

O halde, 7126 1n birler basamagindaki rakami 9 olur.
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ORNEK 1.57

Z/3te 2@®X)®1=0 denkleminin ¢0zlim kiimesini bulalim.
RQOX)®I®2=0®2((Z/3telin toplama iglemine gore ters elemani 2 dir.)
20x®0=2 (Z/3te1®2=0 olur)

20x=2 (Z/3te0 toplama igleminin etkisiz elemanidir.)

20@2®Xx=2®2 (Z/3 te2nin ¢arpma islemine gore ters elemani 2 dir.)
1®@x=1

x=1

O halde, denklemin ¢oziim kiimesi C = {1} dir.

ORNEK 1.58

m  bir dogal say1 olduguna gore, 132m +1 sayisinin 5 ile boliimiindeki kalam bulalim.

13 =3 (mod 5)

132 =4 (mod 5)

134 =1 (mod 5)
(134F™= 12 (mod 5)
133m = 1 (mod 5)

13 =3 (mod 5)

138m+1 =3 (mod 5)

O halde, 133 m+! gayisinin 5 ile boliimiinde kalan 3 olur.
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ORNEK 1.59

Z |/ 6 da karekokii olan sayilart bulalim.

bir b € Z / 6 sayis1 bulunuyorsa, b=va olur.

0ic¢in, 000=0  ise 10=0 dr.
1igin, 1®@1=1 ise V1=T dir.
2icin, 2@2=4 ise V4 =2 dir
3 igin, 3.3=3 ise 13 =3 tir
4icin, 4@4=4 ise 14 =4 dir
5igin, 5@5=1 ise V1=5 dir
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8 OZET

- ave b tam sayilar verilen bir m pozitif tam sayisina boliindiiklerinde, ayn1 kalan
verirse a tam sayisi, b tam sayisina, m modiiliine gore denktir. a = b (mod m)
seklinde gosterilir. Biz bunu, B = {(a, b) | a - b, m ile boliiniir} bagintisi ile de
gosterebiliriz. Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. § denklik bagintisi, tam sayilar
kiimesini denklik smiflarina ayirir. m modiiliine gore, denklik siniflarinin kiimesi
Z [/ m ile gosterilir.

- Tam sayilar kiimesinde modiile gore, kalan simiflarin 6zelikleri:
Kalan smiflarin tam sayilar kiimesinin, ikiser ikiser ayrik alt kiimeleridir.
2. Kalan smiflarin birlesimi tam sayilar kiimesini verir.

3, Kalan simflarmin hicbiri bos kiime degildir.

- Modiiler aritmetige ait asagidaki teoremler vardir.
Hera,b,c,d,xEZvem,n € Z*, m> 1 icin;

a=b (mod m) ve c=d (modm) ise;

a+x c=b=xd(modm)
a. c=b.d(modm)
at x=bzx (modm)

a. x=b.x (mod m)

A

a" = b" (mod m)

- Kalan smiflar kiimesinde toplama ve carpma islemleri i¢in, m pozitif tamsay1
olmak iizere, m modiiliine gore, kalan smiflarinin kiimesi

Z/m= {6, T, 5, §, e (m - 1)} dir.

Kalan siniflar1 kiimesinde, toplama iglemleri ® sembolii ile, carpma islemleri ®
sembolii ile gosterilir.

1. Toplama islemi: a®@b=a+b dir.

2. Carpma iglemi: a® b=a.b dir




MATEMATIK 2

AU

Kalan smiflar kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri ile teoremlerden faydalanarak,
islemlerimizi yapabiliriz.
Kalan smiflar kiimesinde, toplama ve carpma islemlerinde, a, b,c €Z/m olmak

iizere, ® ve @ islemleri i¢in asagidaki 6zelikler vardir.

Kapalik 6zeligi vardir.

Degisme 6zeligi vardir.

Birlesme 6zeligi vardir.

Birim (etkisiz) elemani vardir.
Toplama igleminin ters elemani vardir.

® isleminin @ islemi iizerinde sagdan ve soldan dagilma o6zeligi vardir.

Bu 6zeliklerden yararlanarak, (Z / m, @ ) sistemi degismeli bir gruptur diyebiliriz.

(Z / m, ® ) sistemi ise bir grup degildir. Ciinkii baz1 tam sayilarin ¢arpma islemine
gore ters eleman1 yoktur.
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10.

ALISTIRMALAR

533 {in 7 ye boliimiinden, elde edilecek kalan1 bulunuz.

3443 (k € N) sayisinin, 5 ile boliinmesinden elde edilen kalani bulunuz.

221, 513+ 33212 sayisimin, 7 ile boliinmesinden elde edilen kalan kagtir?
17 = 13 (mod 5) ifadesi dogru mudur? Neden?
(217)% sayisinin birler basamagindaki rakam kagtir?

Z/3= { 0,1, 5} kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemlerinin tablolarini yapiniz.

Bu tablodan faydalanarak, 7/ 3 de;
a. Toplama islemine gore, 0, 1,2 elemanlarinin tersini yazimz.
2

b. Carpma islemine gére, 1 ve 2 elemanlarinin tersini yaziniz.

Z [/ 4 iin toplama ve carpma tablolarini yapiniz. Bu tablolardan faydalanarak
asagidaki denklemlerin ¢oziim kiimelerini bulunuz.

a x@®3=1
b. 20 x=0
. 30 x®1=0

Z/6da, 3@ x=3 denkleminin ¢oziim kiimesi ka¢ elemanlidir?

f (2) ifadesi hangi denklik smifina esittir?

x =5 (mod7) denklemini saglayan en biiyiik negatif tam say1 ile, en kiiciik pozitif
tam sayinin toplami kagtir?
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RASYONEL SAYILAR

Tam sayilar kiimesi bolme iglemine gore kapali degildir. Bu nedenle 4 .x =35
denkleminin ¢oziim kiimesini tam sayilarda bulamayiz. B u tiir denklemleri ¢c6zmek
i¢in, yeni bir kiimeye ihtiya¢ vardir. Aradigimiz kiime, tam sayilar kiimesini de i¢ine
alan ve tam sayilar kiimesinden daha genis olan bir kiime olmalidir. Bu kiime rasyonel
sayilar kiimesidir.

a. Tanim

p ve q birer tam say1 ve q # 0 olmak iizere, % seklindeki sayilara, rasyonel sayilar
denir.

Rasyonel sayilardan olusan kiimeye, rasyonel sayilar kiimesi denir. Q ile gosterilir.

Q={% |p.q€Zveq¢O}dlr.

g kesrinde, p ye pay, q ya da payda denir.

p< qise g kesrine basit kesir ; p = q ise kesrine, bilesik kesir denir.

DO O Q

Nallso)

q =1 olmasi halinde, % =pEZ tam sayiolur.

ORNEK 1.60

L3 .5 2 4ibi sayilar birer rasyonel sayidir.
377577705 BN yOne sy

% rasyonel sayinin pay1 7, paydasi 9 dur.

b. Rasyonel Sayilarin Esitligi
@ %E Q ve SLE Q olmak iizere, p.s=q.r ise bu iki rasyonel say1 birbirine

r

esittir denir. Bu esitlik, =g biciminde yazilir.

Nyt

O halde,

YLt

=SL ise p.s=q.r dir
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ORNEK 1.61
%: 14—2 ise 2.12=6.4; 24 =24 oldugundan, rasyonel sayilar esittir.
%ile S rasyonel sayilariicin, 1 . 8 #3.5; 8#15 oldugundan,% ;t% olur.

Kesirler arasinda esitlik bagintisi, kesirler kiimesinde bir denklik bagintisidir. Buna

gore, asagidaki ozelikleri saglar.

1.

% = % (Yansima 06zeligi)
P_1r jer=-P (Simetri dzeligi)
q s S q

Bir kesrin pay ve paydasi, aynt sayma sayisi ile carpilirsa kesir genisletilmis,

boliiniirse sadelestirilmis olur. Genisletme ve sadelestirme iglemlerinin her ikisinde de

kesrin degeri degismez. Bir tek g kesrinin genisletme ya da sadelestirme ile elde

edilebilen biitiin denk kesirlerin kiimesi, bir tek biiyiikliigii ifade eder.

1.

c. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Toplama Islemi
Paydalar esit olan iki rasyonel say1 toplanirken, paylarin toplami pay, payda da
payda olarak yazilir.

P I =Q olmak iizere toplama iglemi, © + =P*T

= diir.
q 4 q (q q

Paydalar esit olmayan rasyonel sayilarda ortak payda, paydalarin e.k.o.k dur. Buna
gore, paydalar1 esit olmayan rasyonel sayilar1 toplayabilmek i¢in, 6nce paydalari
esitlenir. Sonra paylar toplanarak toplama pay, payda da payda olarak yazilir.

ORNEK 1.62
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Toplama Isleminin Ozelikleri

| |||» 1. Kapalilik 6zeligi vardir.

P r ici P r
Her q,SEQ i¢in, (q+S)EQ dur.

| |||» 2. Degisme 6zeligi vardir.

Her P IeQ icin, Pyr—r 4P gy
q s q s s 4

||||» 3. Birlesme 6zeligi vardir.
Her P, Mmeqicin, P + (L +m)=(\B +L) +I dir,
q’s’n q s n q s

| |||» 4. Birim elemani vardir.

Birim elemani, e = % =0 dir.

[(D0erle0a_propy,
Her %EQ i¢in, q-
\ 0 +B=0.q+p 1 =p+0 ~P i
1 g q.l1 q q

||||» 5. Her elemanin bir tersi vardir.

P huntersi-2 dur. -Pe Q olur.
q q q

O halde, rasyonel sayilar kiimesi, toplama islemiyle birlikte bir degismeli gruptur.
Bu grup (Q, +) seklinde gosterilir.

Siz de, bazi rasyonel sayilar kullanarak, rasyonel sayilar kiimesinde, toplama
isleminin 6zeliklerinin dogrulugunu gosteriniz.




o
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¢. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Carpma Iglemi

Iki rasyonel sayinin ¢carpma isleminde, paylar carpilip pay ve paydalar da carpilip

payda olarak yazilir.
Her B,LEQ icin, Por_P-T o
q’s q's q.s
ORNEK 1.63
2 3_2.3_6

54 5.4 20

Carpma Isleminin Ozelikleri

Kapalilik 6zeligi vardir.

P r vin Por
Her q’s € Q icin, q's "

Degisme 0Ozeligi vardir.

Her B,L €Q igin, Pr_r Py
q-'s q s s q

Birlesme 0zeligi vardir.

Pr m vin Pr m)_(P r| m
Her q’s’nEQ i¢in, q'(s n)_(q s‘) 0 dir
Birim eleman1 vardir.
a l_a.l_a g
q pEQ o b1l b.1 b
cr q 1(}11’1, \\ l.gzl,a =& dir.
1 b 1.b b

Her elemanin tersi vardir

Her g € Q nun g # 0 olmak sartiyla, carpma islemine gore, bir tersi vardir.

dir.

YLt

nun tersi,

< e

€ Q dur.

O halde, her

Qo oo

€Q icin, % +0 ise (g)'1 =% dir.
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”“» 6. Carpma isleminin toplama iglemi iizerine, sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.

Pr m o
Her s’ n € Q icin,

B_(L+m)= P r,
q nt-q s

Nlk!
=B

_ I

s -

Nl
+
=]

P
q

d. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Cikarma Islemi

Toplama isleminin 6zeliklerine gore, her bir rasyonel sayinin tersinin, o saymin
ters isaretlisi oldugunu gordiik. Buna gore,

P ile I' nin tersinin toplami1 Py (— L) =P g
s q s s

q q

Bu da, % den ;— nin c¢ikarilmasidir.

Toplama isleminde oldugu gibi, rasyonel sayilar kiimesinde cikarma islemleri
paydalari esit olan ve olmayan rasyonel sayilarla yapilir.

ORNEK 1.64
1. 3.4_34_-1
5 5 5 5

1 -4.5 13_20_3 _17

S
6 8 24 24 24 24 24
@ @

Cikarma Isleminin Ozelikleri

Kapalilik 6zeligi vardir.

5

B L o .
Her q’ s € Q icin,

YLt

—g—EQ dur.

Degisme 6zeligi yoktur.
Birlesme 0zeligi yoktur.

Birim eleman1 yoktur.

DA

Her elemanin tersi yoktur.

Sizde, rasyonel sayilar kiimesindeki sayilarla ¢ikarma islemleri yapiniz. Cikarma
isleminin ozeliklerini dogrulayiniz.
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e. Rasyonel Sayilar Kiimesinde B6lme Islemi

@ % # 0 olmak iizere, her % € Q i¢in carpma islemine gore, ters elamanin

P

oldugunu gordiik. Her q SLE Q igin, p

-1 q . r : ceqes ..
=1 nin - ile boliimii, qnun

P

oo

Qg

(SL)l ile ¢arpimudir.

O halde,

YLt

:;—=% .(L)'1=%. % = €Q olur

seklinde gosterilir.

~
o
»
<«
@]
=]
(¢
—
»
o
<
—
5
o
o
o
(e}
—_—
3
(¢]
— e
5]
P
[¢]
H
Qo
w ‘»—g
<
(¢]
<
)

Bélme Isleminin Ozelikleri

”“» 1. Kapalilik 6zeligi vardir.

P r icin. P. 1
Her q’s € Q icin, qs €Q dur.
Degisme 6zeligi yoktur.

Birlesme 6zeligi yoktur.

Birim elemani yoktur.

AT

Her elemanin tersi yoktur.

(‘ Siz de, rasyonel sayilar kiimesindeki sayilarla bolme islemleri yapiniz. Bélme
isleminin 6zeliklerini dogrulayiniz.
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f. Rasyonel Sayilarda Siralama

Rasyonel sayilar, tam sayilarin sifirdan farkli tam sayilara boliinmesiyle elde
edilen sayilardir. Bu bakimdan, rasyonel sayilarda siralama ozelikleri ile, tam sayilardaki
siralama Ozelikleri birbirine uyar.

Once pozitif ve negatif rasyonel sayilari tantyalim

% € Q olsun. p,q€&€Z oldugundan, p.q & Z dir. Buna gore,

p-q>0ise,

=
YLt

> 0 dir. (%pozitif rasyonel sayldlr.)

P

2. p.q<0 ise % <0 dir. (q negatif rasyonel sayldlr.)

3. p=0 ise %=o dur.

O halde, pay1 ve paydas1 ayni isaretli olan rasyonel sayilar pozitif, degisik isaretli
olan rasyonel sayilar da, negatif birer sayidir. Sifir sayisi, biitiin negatif sayilardan
biiyiik, biitiin pozitif sayilardan kiiciiktir.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesi Q*, negatif rasyonel sayilar kiimesi Q- ise

Q=0Q U {0}U Q* olur.
ORNEK 1. 66

1. 5.6=30>0 oldugundan, % >0 yadag > 0 dir.

2. (-3) (-7) =21 > 0 oldugundan, % >0 yada % > 0 dir.

3. (-2) (9) = -18 < 0 oldugundan, -% <0yada- % <0 dr.

4. 0.4 =0 oldugundan, g =0 dir. = ise Belirsizdir.

O
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I. Iki Rasyonel Say1 Arasindaki Siralama

Verilen , SL € Q i¢in siralamayi1 gorelim.

Nyt

||II» L. B—;—>O ise %>;—dir. ps -qr>0 olur.

2. B-SL<0 ise B<SLdir. ps - qr < 0 olur.

q q
P r_ P_r g _qgr=
3 qs 0 ise q s dir. ps-qr=0olur.

Buna gore, gve i— rasyonel sayilar i¢in, ancak ve ancak asagidaki ii¢c halden biri

dogrudur. (ii¢ hal kuralr)

1. P r. 2 B<L; 3. Por o
q~ s q s q- s
ORNEK 1. 67
1. 1.1 =-7.2-550 oldugundan, Z>1 dir.
oo 28 5

2 3.7 =-6_7_-_10 oldugundan, 3 < 7 dir.

5 10 10 10 10 510

3. 1.3 _3_3_

0 oldugundan, += 3 olur.
2 6 6 6 6
@

II. Ikiden Fazla Rasyonel Say1 Arasinda Siralama

”“» Ikiden fazla rasyonel say1y1, bir esitsizlik zinciri icinde siralayabilmek icin, paylar
veya paydalart esit olmalidir. Buna gore;

a. Paydalan esit olan pozitif rasyonel sayilardan pay biiyiik olan, negatif rasyonel
sayilarda ise pay1 kiiciik olan daha biiyiiktiir.
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b.

C.

ORNEK 1.68

% , % , % sayilarini biiyiikten kiiciige dogru siralayalim.

i, l, 5 sayilar1 i¢in, 7 > 5 >3 oldugundan, 75553 ol
4 4 4 4 4 5

Paylar1 esit olan pozitif rasyonel sayilardan paydasi kiiciik olan, negatif rasyonel
sayilarda ise paydasi biiyiik olan daha biiyiiktiir.

ORNEK 1.69

9 , 9 , 9 sayilarini biiyiikten kiictige dogru siralayalim.

10 7 13

9 , 9 , 9 sayilart i¢in, 13 >10>7 oldugundan, 959 59 o

10 7 13 7 10 13

ORNEK 1.70

- % ) - % , - % sayilarini biiyiikten kiiciige dogru siralayalim.

- Z, - Z, A sayilari icin, - 7 <-5 < -3 oldugundan, - 25252 o
37 5 7 5 3

Verilen rasyonel sayilarin pay veya paydalar1 esit degilse, once paylar veya
paydalar esitlenir. (a) veya (b) siklarina uygun olarak yapilir.

ORNEK 1.71

1778 , 13 , % sayilarini kiiciikten biiyiige dogru siralayalim.

739 30 sayilarin paydalarini esitleyelim. - 39 30 a sikkina gore
}1§’}3§’}6§ y pay sitley 187 18 18 $ gore,

7 < 30 < 39 oldugundan, 1lg << % olur.

W
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g. Rasyonel Sayilarin Say1 Dogrusu Uzerinde Gosterilmesi

Verilen -1, 0, 1 ve 2 tam sayilarin say1 dogrusu iizerinde gosterelim.

< } ' ' t Say1 dogrusu

Say1 dogrusu iizerinde -1, 0, 1 ve 2 tam sayilarin goriintiilerini isaretleyelim. -1 in
goriintiisii A, 0 1n goriintiisii B, 1 in goriintiisii C ve 2 nin goriiniisii C olsun. A ile B
tam sayilar1 arasinda bagka tam say1 yoktur.

O halde, ardisik iki tam sayinin arasinda, bagka bir tam say1 yoktur.

Simdi de, - % ) %ve 1 % r asyonel sayilarini say1 dogrusu iizerinde gosterelim.
A E B F C G D
t t t t t t Say1 dogrusu
-1 =L 0 L 1 12 2
2 3 3

AB dogru parcasinin ortast E olsun. E noktasina karsilik gelen sayr - % dir. BC

ve CD dogru parcalarim ii¢ esit parcalara ayiralim. Rasyonel sayilarin paylarina gore,

F noktasina % ve G noktasina 1% karsilik gelir.

O halde, her rasyonel say1, say1 dogrusunda bir noktaya karsilik gelir.

h. Rasyonal Sayilarin Yogunlugu

Farkli iki rasyonel sayr arasinda, bu sayilardan farkli bagka bir rasyonel say1
yazabilecegimizi ispatlarsak, rasyonel sayilar kiimesinin yogun oldugunu gostermis
oluruz.

p

Verilen rasyonel sayilar, q- ave ;—= b olsun.
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a < b olmak iizere, bu esitsizligin iki yanim a ve b rasyonel sayilarla ayr ayri
toplayalim.

a<bise a+a<b+a; 2a<a+b dir (1)
a<b ise a+b< b+b; a+b<2b dir (2)
(1) ve (2) esitsizliklerinden, 2a <a + b <2b yazilabilir.

Her iki yam 2 ile boliiniirse, a < %< b olur.

O halde, iki rasyonel say1 birbirine ne kadar yakin olursa olsun, bunlar arasinda
daima sonsuz ¢oklukta bagka rasyonel sayilar vardir. Bu nedenle, rasyonel sayilar
yogundur denir.

”“» Bu o6zelige, rasyonel sayilarin yogun olma 6zeligi denir. Rasyonel sayilar kiimesi
yogundur. Tam sayilar kiimesi yogun degildir.

ORNEK 1.72

- i ile % rasyonel sayilarinin araasindaki rasyonel sayiy1 bulalim.

-Lle % rasyonel sayilarin arasindaki say1 a olsun.
143 1,6 5
a=4 2 -4 4 _4_51_5 g
2 2 2 4 2 8

-

Sizde, yazacaginiz iki rasyonel sayinin arasindaki rasyonel sayiy1 bulunuz.

1. Rasyonel Sayilarin Ondalik A¢ilim1

Verilen g seklindeki bir rasyonel sayinin, paymin paydasina boliinmesiyle elde

edilen sayiya, rasyonel saymin ondalik acilimi denir. Ondalik acilima ondalik kesir

denir. Ondalik kesirler, ondalik acilim sonucunda elde edilir.
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ORNEK 1.73

1. % rasyonel sayisinin ondalik acilimi 0,5 ondalik kesirdir.

N
=

rasyonel sayisinin ondalik agilimi 0,125 ondalik kesirdir.

I. Sonlu Devirli Ondalik Kesirler

19 8 @ Bo6lmenin besinci adiminda sifir
3 ’W oldugundan, bdlme islemi bitmistir.
= Bolmeye devam edilirse, boliim
11 hanesinde sifirlar devreder. Devreden
3 sifirlar yazmanin bir geregi olmadigindan,
= sifirlar yazilmaz. Sifir devredilmis gibi
30 diislindiigiimiiz, bu tiir ondalik ag¢ilima,

sonlu devirli ondalik kesirler denir.

24

060
56
040

40
00

II. Sonsuz Devirli Ondalik Kesirler

20 8
18 | 11,375

020
_ 18
020
@ % =0,66..=0,6 seklinde yazabiliriz. Boliimde basamaklar: devreden ondalik

acilimlara, sonsuz devirli ondalik kesirler denir.
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O halde, her rasyonel saymin bir devirli ondalik ac¢ilimi vardir. Bunun karsit1 da
dogrudur. Yani, her devirli ondalik agilima bir rasyonel say1 karsilik gelir.

(‘ Sizde bazi rasyonel sayilarin bolme islemi yaparak, sonlu devirli ondalik kesir
veya sonsuz devirli ondalik kesirler oldugunu soyleyiniz.

ITI. Devirli Ondalik A¢ilimin Gosterdigi Rasyonel Sayinin Bulunusu

ORNEK 1.74

a. 0,7; b. 0,5 ; C. O,3§ devirli onlalik agilimlarinin gosterdigi rasyonel sayilari

bulalim.

a. X= 0,7 = 0,777 ... olsun.

10x=7,7
_ x=0,7 Kural: m bir rakam olmak {izere,
9x=17 0,m =% olur.
=1
9
b. x=0,53 = 0,535353 ... olsun.
100 x = 53,53
x =0,53 Kural: m ve n birer rakam olmak {izere,
99 x = 53 0,mn = % olur.
k=353
99

c. x=0,38=0,3888... olsun.

100 x = 38,8
10x = 3,§ Kural: m ve n birer rakam olmak iizere,
90 x =35 O0,mn = M olur.
90
x =35
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8 OZET

- pveq birer tam say1 ve q # 0 olmak iizere, % seklindeki sayilara rasyonel

sayilar denir. Rasyonel sayilardan olusan kiimeye, rasyonel sayilar kiimesi denir.

Q ile gosterilir.

- % € Q kesrinde, p ye pay, q ya da payda denir. p < q ise g kesrine basit kesir,

p=qise % kesrine, bilesik kesir denir.

- %EQve

esittir denir.

SL € Q olmak iizere, p . s = q . r ise bu iki rasyonel say1 birbirine
% = ;— seklinde yazilir. Kesirler arasinda esitlik bagintisi, kesirler

kiimeside bir denklik bagintisidir.

- Bir kesrin pay ve paydas1 ayni sayma sayisi ile carpilirsa kesir genisletilmis,
boliiniirse sadelestirilmis olur.

- Paydalan esit olan iki rasyonel say1 toplanirken, paylarin toplami pay, payda da
payda olarak yazilir.

- Paydalar esit olmayan rasyonel sayilarda ortak payda, paydalarin e.k.o.k u olur.
Paydalar1 esit olmayan rasyonel sayilar1 toplayabilmek i¢in, once paydalar:
esitlenir. Sonra paylar toplanarak toplama pay, payda da payda olarak yazilir.

- Toplama isleminin ozelikleri
1. Kapalilik 6zeligi vardir.
Degisme 6zeligi vardir.
Birlesme 6zeligi vardir.
Birim elemani vardir.

A

Her elemanin bir tersi vardir.

Bu ozelikleri sagladigindan rasyonel sayilar kiimesi toplama islemine gore,
degismeli gruptur. Bu grup (Q, +) seklinde gosterilir.

- Iki rasyonel saymin ¢arpma isleminde, paylar carpilip pay ve paydalar carpilip
payda olarak yazilir.
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- Carpma isleminin 6zelikleri
Kapalilik 6zeligi vardir.

Degisme 0zeligi vardir.

Birlesme 6zeligi vardir.

Birim elemani vardir.

Her elemanin bir tersi vardir.

A S o

Carpma isleminin toplami islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.

- Toplama igleminde oldugu gibi cikarma islemi de, paydalan esit veya esit olmayan
rasyonel sayilarla yapilir.

ile L' nin tersinin toplami, Py (— L) =P _ T 4ir. Burada P den T cikariliyor.
s q Us/7q s q s

# 0 olmak iizere, her% € Q icin carpma islemine gore, ters elemanin

P

1
) =4 oldugundan, * niin I ile boliimii, P
P q S

.. 1 .
q niin (%) ile carpimudir.

7S 2lo oo

O halde,

oo

N
'S

Qo
Vi\»—g
Qo

S =P i
r q.r

- Rasyonel sayilar, tam sayilarm sifirdan farkli tam sayilara boliinmesiyle elde edilir.

g € Q olsun. p, q € Z oldugundan, p. q € Z dir. Buna gore,

1. p.q>0ise 2 >0 dir

T o

2. p.-q<0ise q—<0 dir.

3. p=0ise fli=0 dir.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesi Qt, negatif rasyonel sayilar kiimesi Q- ise
Q=0Q U {0} UQtolur

g—, ;— € Q ic¢in, rasyonel sayilar icin siralamada,
1. Porsoise P>

q S S
2. P pjee P g

q S q S
3. Por_gieP=r our

q S q s
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Ikiden fazla rasyonel say1y1, bir esitsizlik zinciri icinde siralamak igin, paylar1 veya
paydalari esit olmalidir. Buna gore,

1. Paydalan esit olan pozitif rasyonel sayilardan pay1 biiyiik olan, negatif rasyonel
sayilarda ise pay1 kiiciik olan daha biiyiiktiir.

2. Paylar esit olan pozitif rasyonel sayilardan paydasi kiigiik olan, negatif rasyonel
sayilardan ise paydasi biiyiik olan daha biiyiiktiir.

3. Pay ve paydalar esit olmayan pozitif veya negatif rasyonel sayilarda siralama,
1. veya 2. seceneklere uygun olarak yapilir.

- Her rasyonel sayi, say1 dogrusunda bir noktaya karsilik gelir. Ardisik iki tam
sayinin arasinda bagka bir tam say1 yokur.

- Farkl iki rasyonel say1 birbirine, ne kadar yakin olursa olsun bunlar arasinda
daima sonsuz ¢oklukta baska rasyonel sayilar vardir. Bu nedenle, rasyonel sayilar
yogundur denir. Bu 6zelige, rasyonel sayilarin yogun olma 6zeligi denir.

- (pT seklindeki bir rasyonel sayimin, paymin paydasina boliinmesi ile elde edilen

say1ya, rasyonel saymnin ondalik acimi denir. Ondalik agilima ondalik kesir denir.

- Her rasyonel saymnin ondalik acimi vardir. Aym sekilde devirli ondalik acilimin
gosterdigi bir rasyonel sayida vardir.
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ALISTIRMALAR

a 3 rasyonel sayilarinin esit olmasi i¢in a yerine hangi tam say1 yazilmalidir?

2. (1 + 1—) : (AIT - é—) islemini yapiniz.

3. [(0,7)P-(03): % islemini yapiniz.

4. Bir simftaki dgrencilerin % kizdwr. Simftaki erkek 6grencilerin 2 spor ¢alismalaria

katiliyor. Spor calismalarina 12 6grenci katildigina gore, Bu sinifta ka¢ 6grenci
vardir?

1
5
yaris1 doluyor. Depo dolu iken, i¢indeki su kag litredir?

5. Bir su deposunun doludur. Bu depoya 45 litre daha su konuldugunda deponun

6. Asagidaki rasyonel sayilar1 biiyiikten kiiciige dogru siralayiniz.
4 193 b. -2,-2,3 0,4

a.

25
2757 4 4 ' 272773

7. Asagidaki islemleri yapiniz.

a.# b. 2% C. 4
2.1 pR— pely 1
2

1+1 3--1
3 1

1
2

8. 2 e denk olan bir rasyonel sayisinin, payma 1 ekleyip paydasindan 2 ¢ikarilirsa,

5
bu rasyonel say1 lb;l esit oluyor. Bu rasyonel saymin pay ile paydasinin toplami kactir?

9. Asagidaki ifadelerin degerlerini hesaplaymiz.

a. 05+12 b. 029
0,16 0,43

10. A= % ;B=-1 % ;C= % ;D=2 i sayilarmi kiigiikten biiyiige dogru siralayarak,
say1 dogrusu lizerinde gosteriniz.
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5. GERCEK (REEL) SAYILAR

Sayilar konusuna baglarken, once dogal sayilar, sonra bu kiimeyi genisleterek tam
sayilart ve tam sayilar kiimesini de genisleterek, rasyonel sayilar1 elde ettik. Rasyonel
sayilar kiimesinin yogun oldugunundan, herhangi iki rasyonel say1 arasinda sonsuz
coklukta bagka rasyonel sayilarda vardir. Fakat sayr dogrusu, rasyonel sayilarla
dolduramayiz. Rasyonel sayilar tarafindan yeri, doldurulamayan sayilardan birisi de
karesi 2 olan sayidir. Bu say1 {2 seklinde gosterilir. Bunun gibi V2,73, ... sayilarina
irrasyonel say1 denir. Bundan bagka, 7, e gibi sayilarda irasyonel sayilardir.

a. Tanim

Say1 dogrusu lizerinde, rasyonel sayilar tarafindan doldurulamayan noktalara
karsilik gelen sayilara, irrasyonel say1 denir. Q' ile gosterilir.

Rasyonel sayilar kiimesi ile, irasyonel sayilar kiimesinin birlesimine de gercek
(reel) sayilar kiimesi denir. R ile gosterilir.

R =QU Q' olur. R nin elemanlarina da gercek say1 denir.

”“» O halde, her gercek sayiya, say1 dogrusunda bir nokta karsilik geldiginden gercek
sayilar kiimesi, en genis kiimedir.

I 2 Ohalde, NCZCQCR olur.
b. Gergek Sayilar ile Tgili Ozelikler

I  Egsitlik ile ilgili Ozelikler
Her a, b, c € R icin,

1. Iki hal kurah a=bveyaa# b

2. Yansima ozeligi a=a

3. Simetri 6zeligi a=biseb=a

4. Gecisme Ozeligi a=bveb=c isea=c

5. Toplamada sadelestirme 6zeligi a=bisea+c=b+c

6. Carpmada sadelestirme 6zeligi a=bise a.c=b.c(c#0)
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||||» II. Toplama ile lgili Ozelikler
Her a, b € R icin,

1. Kapalilik 6zeligi a+beR

2. Degisme ozeligi a+b=b+a

3. Birlesme 6zeligi (a+b)+c=a+(b+c)
4. Toplama isleminde etkisiz eleman O dir. a+0=0+a=a

5. Topluma islemine gore, ters eleman 6zeligi at+(-a)=(a)+a=0

”“» III. Carpma ile ilgili 6zelikler
Her a, b € R icin,

1. Kapalilik 6zeligi a.beR

2. Degisme ozeligi a.b=b.a

3. Birlesme 6zeligi (a.b).c=a.(b.c)

4. Carpma isleminde etkisiz eleman 1 dir. a.l=1.a=a

5. Carpma iglemine gore, ters eleman 6zeligi a (%) = (%) .a=1 (a=0)

”“» IV. Dagilma 6zeligi
Her a, b,c € R i¢in,
1. Carpma isleminin, toplama islemi iizerine, soldan dagilma 6zeligi
a.(b+c)=a.b+a.c
2. Carpma isleminin, toplama islemi iizerine, sagdan dagilma 6zeligi
(b+c).a=b.a+c.a

Sizde bazi gercek sayilar1 kullanarak, gercek sayilar ile ilgili Ozeliklerin
y. &
dogrulugunu gosteriniz.

c. Gergek Sayilarda Siralama

a, b € Q olmak iizere a < b ifadesi, “a sayis1 b den kiiciik ya da esittir” diye okunur.

Gergek sayilarda “ < bagintis1 yansima, ters simetri ve gecisme Ozeliklerini
sagladigindan bir siralama bagintisidir.

a < b ise a sayisi, say1 dogrusu lizerinde b sayisinin solunda yer alir.
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10.

11.

12.

Stralama Ozelikleri

a,b,c,dE R igin

Ug hil kuralha<b, a=b, a>b
Gecisme ozeligi

I. a<b ve b<cise a<c

II. a>b ve b>c ise a>c

Toplama 6zeligi a<b ve c<d ise

a+c<b+d

Sadelestirme 6zeligi a<b ise atc <b*c

I. a<bise ac<bc (a>0ise)

. a_b .
II. a<b ise c<¢ (c>0ise)
IIl.a< bise ac>bc (c<O0ise)

IV.a<b ise %>% (c < Oise)

Her a, b€ Q* ve a < b i¢in, n. a > b olacak bicimde n € N* vardir.

ave b ayni isaretli ve a<b ise, % > % dir.

O<a<b icin, an<b? (nEZ)
I. a2< aise, O<ax<l

II. a2>a ise (a<Oveyaa>1)
a<b<0i¢in,

I. an <b" (n tek sayi ise)

II. a” > b" (n ¢ift say1 ise)

I. a.b<0iseaileb ters isaretlidir.
II. a.b>01ise,ailebaym isaretlidir.
I. a>0ise a»>0 (nE€R)

II. a<0 ise a" >0 (n cift say1)

Ill.a<0 ise a® <0 (n tek say1)

(a<0 ve b>0) veya (a> 0 ve b<0) du.

(a<0 veb<0) veya (a>0 ve b>0)dir
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ORNEK 1.75

Sadelestirme Ozeligine gore, bir normal olarak yazalim. Bu esitsizligin her iki
yanina ayni bir gercek sayiy1 eklersek esitsizlik yon degistirmez.

12<15 1se 12+3 <15+3 ; 15<18 olur

(‘ Sizde, bazi gercek sayilar kullanarak, gercek sayilarda siralama ozeliklerin dogrulugunu
gosteriniz.
¢. Gergek Sayilarda Aralik Kavrami

Bir esitsizlik olarak verilen agik onermelerin, dogruluk kiimelerini yazabilmek
icin, aralik kavramin bilmemiz gerekir.

Hera,b& Q ve a<bolmak iizere,
@ 1. [a,b]={xIx&ERve a<x<b }kiimesine, [a, b] kapali aralig1 denir.
a b
» o Say1 dogrusu
[a, b]
@ a ile b sayilarina karsilik gelen noktalara, araligin u¢ noktalart,
b - a sayisina da araligin uzunlugu denir.

@ 2. (a.b)={xIx&ER vea<x<b} kiimesine (a, b) acik aralif1 denir.

o o Say1 dogrusu
(a,b)

@ 3. [a,b)={xIx&ER vea<x<b} kiimesine, a da kapali, b de acik aralik denir.

° o Say1 dogrusu
[a.b)
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@ 4, (a,b]={xIx&ER vea<x<b | kiimesine a da acik, b de kapal1 aralik denir.

o ° Say1 dogrusu
(a,b]

ORNEK 1.76

X,y € Ricin, -3 < x <1 ve 2 <y <4 olduguna gore, 2x + 3y ifadesinin hangi
aralikta oldugunu bulalim.

-3 <x <1igin, 2(-3)< 2x<2(1) ; -6<2x<2
2 <y <4 iin, 3(2)<3y<3@4) ; 6<3y<I12
-6 <2x<2

+ 6 <3y<12
0 <2x+3y<14 olur

O halde, 2x + 3y ifadesi [0, 14] kapali araligindadir.

ORNEK 1.77

-1 < 2x +3 < 9 esitsizliginin reel sayilardaki ¢oziim kiimesini bulalim. Say1
dogrusu iizerinde gosterelim.

-1<2x+3<9
-1-3<2x+3-3<9-3
-4<2x<6

-2<x<3

C={xIx€R, -2<x<3}=[-2,3)={-2,-1,0,1,2}

Simdi de ¢oziim kiimesini say1 dogrusu iizerinde gosterelim.

£ )

t t t t o— Sayi dogrusu
-2 -1 0 1 2
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d. Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

@ Icinde bilinmeyen bulunan ve bilinmeyenin bazi1 degerleri i¢in dogrulugu saglanabilen
esitliklere denklem denir.

@ a, b, ¢ birer gercek say1 ve a # 0 olmak lizere, ax + b = ¢ seklindeki ifadelere,
birinci dereceden bir bilinmeyenli denklem denir.

Gergek sayilarda esitligin ozeliklerinden bazilarini kullanarak, say1 kiimesinde
verilen esitlikle ilgili denkemlerin (ag¢ik onermelerin), ¢oziim (dogruluk) kiimelerini
bulalim.

ORNEK 1. 78
5x -2 =3 Denkleminin dogal sayilar kiimesinde ¢6ziim kiimesini bulalim.
5x-2=3 ;5x=3+2 ; 5x=5 ; x=1 C={1}dir

ORNEK 1. 79
3x 4+ 2 = 4 denkleminin tam sayilar kiimesinde, ¢6ziim kiimesini bulalim.
3x+2=4; 3x=4-2; 3x=2 ;

_2 =2 :
X=% ; X=42 &7 dir.
3 3 ¢

O halde, denklemin Z de ¢6ziim kiimesi bos kiimedir. C = &

ORNEK 1.80
% x+1= % denkleminin ¢6ziim kiimesini,

Dogal sayilar kiimesinde,
Tam sayilar kiimesinde,
Rasyonel sayilar kiimesinde,

ae g

Gergek sayilar kiimesinde bulalim.

e 12,
3

S
6 1
6

(1

-
=4
~
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Verilen denklemin;

a. Dogal sayilardaki ¢6ziim kiimesi, C = ¢ dir.
b. Tam sayilardaki ¢6ziim kiimesi, C = & dir.
c. Rasyonel sayilardaki ¢oziim kiimesi, C = {- % } dir.
d. Gergek sayilardaki ¢oziim kiimesi, {—% } olur.
e. Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler
@ a# 0, a, b bilinen gercek sayilar, x degisken gercek say1 olmak iizere, ax + b > 0
veya ax + b < 0 seklindeki ifadelere birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler
denir.

x>1, x <-3, -2x+62=20, 5x-2< 0 ifadeleri, birinci dereceden bir bilinmeyenli
birer esitsizliktir. Ciinkii bu esitsizliklerin icinde bir bilinmeyen vardir. Bu bilin-
meyenin derecesi, birinci derecedendir.

o

@ Esitsizlikleri saglayan elemanlar1 bulma islemine, esitsizligi ¢c6zme, bu elemanlarin
kiimesine de esitsizligin ¢oziim kiimesi denir.

Gercek sayilarda siralamanin 6zeliklerden bazilarini kullanarak, say: kiimelerinde
verilen esitsizlikle ilgili denklemlerin ¢6ziim kiimelerini bulalim.

ORNEK 1.81

2x + 5 < 1 esitsizliginin ¢oziim kiimesini,

Dogal sayilar kiimesinde,

Tam sayilar kiimesinde,

Rasyonel sayilar kiimesinde,
Gergek sayilar kiimesinde, bulalim.

aw o o p

Coziim kiimesini say1 dogrusu iizerinde gosterelim.

Verilen esitsizligi, ¢ozersek,

2x+5<1 ;2x<1-5 ;2x<-4 ; x<-2 olur

a. Dogal sayilardaki ¢6ziim kiimesi, CcC=0
b. Tam sayilardaki ¢oziim kiimesi, C={xIx<-2, xeZ}
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c. Rasyonel sayilardaki ¢oziim kiimesi, C={xIx<-2, x€Q}
¢. Gergek sayilardaki ¢oziim kiimesi, C={xlx £-2, x&€R} olur.

d. Simdi de ¢oziim kiimesini say1 dogrusu iizerinde gosterelim.

<t - + t t t + Say1 dogrusu

ORNEK 1.82

Gergek sayilar kiimesinde, -5 <2x - 1 <7 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim
ve say1 dogrusu lizerinde gosterelim.

Verilen esitsizligi ¢ozersek,

S<2x-1<7; 5+1<2x £7+1; -4<2x £8; -2<x <4 dir.

Gercek sayilar kiimesinde ¢oziim kiimesi, C = {x -2 <x <4, x € R} olur.

Coziim kiimesi, say1 dogrusu iizerinde asagidaki gibi gosterilir.

~—e } t t 1 t < Say1 dogrusu
4




2 OZET

- Say1 dogrusu iizerinde, rasyonel sayilar tarafindan doldurulamayan noktalara
karsilik gelen sayilara irrasyonel say1 denir. Q' ile gosterilir. Rasyonel sayilar
kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin birlesimine de gercek (reel) sayilar kiimesi
denir. R ile gosterili. R =Q U Q" olur. Gergek sayilar kiimesi en genis kiimedir.
N CZ C Q C R olur. Gergek sayilarla ilgili bir¢cok 6zelikler vardir. Bunlar
yardimiyla denklemleri ¢ozebiliriz.

- a,b €& Q olmak iizere a < b ifadesine, a sayis1 b den kiiciik ya da esittir denir.
Gergek sayilarda “<“ bagintisi, yansima, ters simetri ve gecisme Ozeliklerini
sagladigindan bir siralama bagintisidir. a < b ise a sayist say1 dogrusu iizerinde
b nin solunda yer alir. Siralama ile ilgili bir¢ok 6zelikler vardir.

- Bir esitsizlik olarak verilen agik onermelerin, dogruluk kiimelerini yazabilmek
icin, aralik kavramini bilmemiz gerekir.

Her a,b& Q ve a < b olmak iizere
[a,b]={xIxERve a<x<b } kiimesine, [a, b] kapali aralig1 denir.
(a.b)={xIx&ER vea<x<b} kiimesine, (a, b) acik aralig1 denir.

[a,b)={xIxER vea<x<b} kiimesine, a da kapali, b de acik aralik denir.

b -

(a,b]={xIx&ER vea<x<b } kiimesine, a da acik, b de kapal1 aralik denir.

- Icinde bilinmeyen bulunan ve bilinmeyenin baz1 degerleri icin dogrulugu saglanabilen
esitliklere denklem denir. a, b, ¢ birer gercek say1 ve a # 0 olmak iizere ax + b=—c
seklindeki ifadelere, birinci dereceden bir bilinmeyenli denklem denir.

- a=#0, a, b bilinen gergek sayilar, x degisken gercek say1 olmak iizere ax + b >0
veya ax + b < 0 seklindeki ifadelere, birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler
denir. Esitsizlikleri saglayan elemanlar1 bulma islemine, esitsizligi ¢cozme, bu
elemanlarin kiimesine de, esitsizligin ¢oziim kiimesi denir.
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ALISTIRMALAR
1. a, b &€ R olmak iizere, asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimelerini bulunuz.
a. 3(x-2)-2@+x)=5(x-3)
b. 2(x-1)-4[4-3(x+1D]=10x-7
c. 2(2x-1)=5x+5

2. Asagidaki denklemlerin ¢oziim kiimelerini R de bulunuz.

a. S9x-2 _x+2 _x-5_3
3 2 3

b. M_SX_F;:O
3 4 3

c. 3x-1 _5x+2 _x-3 _1
3 12 4 2

3. Asagidaki esitsizliklerin gercek sayilarda, ¢oziim kiimelerini bulunuz. Sayr dogrusu
tizerinde gosteriniz.

4. Asagidaki esitsizliklerin gercek sayilarda, ¢oziim kiimelerini bulunuz. Say1 dogrusu
tizerinde gosteriniz.

a. 4(%2;1) <3x-1<2x+5

b, xX-1_ x+1_2x+5
3 2 6

C. XSXE+ 5< x+3

5. Asagidaki esitsizliklerin ¢oziim kiimelerini, N, Z, Q ve R de bulunuz. R deki ¢6ziim
k i mesini say1 dogrusu iizerinde gosteriniz.

a. 3x<15
b. 5x-2<-2<x+14

c. 1-2x>x+7
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6. Asagidaki esitsizliklerin ¢oziim kiimelerini, N, Z, Q ve R de bulunuz. R deki ¢6ziim
kiimesini say1 dogrusu iizerinde gosteriniz.

a. 1<2x+5<11
b. x+2<2x-1<x+5
c. 3<2x-1<£9

7. 0=X<4 ve 2<y<3olduguna gore 4x - 3y ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger
ile en biiyiik degerlerin toplami kagtir?

8. Asagidaki ifadelerin araliklarini bulunuz. Say1 dogrusu iizerinde gosteriniz.
a. [-2,D)N][-1,3]
b. [-2,1)U][-1,3]

9. -3<x<-1 ifadesinde, x2 hangi aralikda deger alir?

10. -1<x<1 ve -2<y<2 olduguna gore, 3x - 2y ifadesinin alabilecegi tam say1
degerlerini yaziniz.
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6. MUTLAK DEGER

@ Mutlak degeri, gercek say1 dogrusu iizerinde, herhangi bir noktanin baglangi¢ noktasina
olan uzaklig1 seklinde tanimlayabiliriz. Dogru iizerinde, herhangi bir noktanin koordinati
x olsun. x 1in baslangi¢ noktasina olan uzaklig, | x | sembolii ile gosterilir. X in mutlak

degeri olarak okunur.

ORNEK 1.83

/_/\r_/\ Say1 dogrusu

Ixl=41ise x=4veya x=-—4tir
Uzak daima pozitif sayilarla ol¢iiliir.
Ohalde,x>01ise |IxI|l= x
x=0 ise IxI=101=0

x<0iselx|=-x olur

a. Tanim

Mutlak deger, x € R i¢in, x in mutlak degeri | x | sembolii ile gosterilir.

X, x>0 ise, .
’ I X, x=0ise,
x| = 0, x =0 ise, veya |xI|= .
\ y \—x, x < 0 ise,
-X x < 0 ise,

seklinde tanimlanir.

ORNEK 1.84
1. 1-51=-1-51=5
2. |3-92]=3-12 (3>12)

3. I5-1-6ll=15-61=1-11=1

O halde, x € R olmak iizere, | x | 20 ise | x | sayis1 her zaman pozitiftir. Hi¢ bir
zaman negatif olamaz.
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b. Mutlak degere ait 6zelikler

1. IxIvelf(x)lifadelerinin en kiiciik degeri sifirdir.
Ix1=20, If(x)I=20

2. xI=1=x120

3. Ix-yl=ly=xl

4. -lal<ac<lal

5. la.bl=lal.lbl

6. []=Ny (=0

7. Jan| =faf (n € NY)

8. llal-Ibll<la+bl<lal+Ibl (iliggen esitsizligi)
9. lal< Ibl ise -Ibl<a<lIbl

10. la.bl=01se a=0 veb=0

1.1 (x)I+lg(x)l =0 ise f(x)=0 veg(x)=0

12. x2<y?2 ise IxI<lyl olur

Simdi de bu 6zeliklere ait 6rnekler yapalim.

ORNEK 1.85
| 2x - 4 | ifadesini en kiigiik yapan x in degerini bulalim.

Verilen ifadenin en kiigiik degeri O dir.
[2x -41=01ise 2x-4=0 ; 2x=4 ; x=2olur

ORNEK 1.86

|x+y-3[+|x-y-1| =0 ise x ve y nindegerlerini bulalim.
[f(x)|+]g(x)| =0ise fx)=0ve g(x)=0 oldugundan,
x+y-3=0 ve x-y-1=0olmalhdur.

x+y-3=0 ise x+y=3 (1

x-y-1=01ise x-y =1 (2)
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(1) ve (2) esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

x+y=3
x-y=1

2x =4

x =2 olur

x = 2 degerini (1) esitliginde yerine yazarsak

x+y=3ise 2+y=3 ; y=3-2 ; y=1olur

c. Cesitli Ornekler
ORNEK 1.87

41x-21-10=2 denkleminin ¢6ziim kiimesini reel sayilarla bulalim.

41x-21-10=2 1se 41x-21=10+2; 4Ix-21=12 | x-21=3olur

a. x-2=3;x=2+3; x=5dirr. ¢;={xIx=5,x€ER}
Ix—2|=3ise/

\

b.-x+2=3;-x=-2+3 ;-x=1;x=-1dir G, = {xIx=-1,x ER}

C=C,;U ¢, oldugundan, C={-1,5 } olur.

ORNEK 1.88

x € R olmak iizere, |2x -6|> 4 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim.

a. 2x-6>0 ise (x>3)
2x-6>4 ; 2x>4+6 ; 2x>10; x>5 dir
Ci =[xIx>5 x€R)

b. 2x-6<0 ise (x<3)
2x+6>4; 2x>4-6 ; -2x>-2; x<1 dir
C2=<xlx<1, XER}]
C=C;UC, oldugundan,

C=[xlx<1lveya x>5,x€ER) olur.
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ORNEK 1.89

| 3x - 2y | ifadesinin, en kiiciik degerini almasi i¢in Xty

S X-y nin degerinin kag
oldugunu bulalim.

Verilen ifadenin en kiigiik degeri almasi i¢in, ifadenin degeri (0) sifir olmalidir.

Buradan, [3x-2y|=0olur. 3x-2y=0; 3x=2y ; x= 23y dir.

Oyleyse,x+y=3 =3 =Sl_(_i)=_5 olur.
X-y 2y Yy 3
3 3
ORNEK 1.90

x € R olmak iizere, | x + 1 | <4 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulalim. Say1 dogrusu
tizerinde gosterelim.

a. x+12>20 ise (x=-1) dir

x+1<4 ise x< 3dir Cy={xl -1<x<3, x&R}olur
b. x+1<0 ise (x<-1)dir
-x+1)<4ise x+1 =2-4; x=2-5dir. C,={x|5<x<-1,xER} olur.

C= Gy G, oldugundan C={x1-5<x<3,xER} olur

Simdi de say1 dogrusunda gosterelim.

o Say1 dogrusu
3
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ORNEK 1.91

x € R olmak iizere, )(4—1{ 2 2 esitsizliinin ¢oziim kiimesini liste yontemi ile yazalim.
R I . Y S,

Ix - 1l |x-1  |x-1]

4 >0 432]x-1
| x - 1]

;| x-1/<2olur.

Bunun ¢6ziim kiimesinin araligini bulalim.

-2<[x-1/<2 ifadesinden -1<x<3 bulunur.

-1 £x <3 esitsizligini saglayan tam sayilar; -1, 0, 1, 2 ve 3 tiir. Ancak x =1 degeri

verilen esitsizlikteki il ifadesinin paydasini O yaptigindan ¢oziime dahil edilmez.
X -

O halde, C = {-1, 0, 2, 3} olur.




10.

11.

12.
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OZET

Mutlak deger x € R i¢in, x in mutlak degeri | X | sembolii ile gosterilir.
501
’ * x>0 ise, I X, x=0ise,
Ix|= Ix|=

0, x =01ise, veya = )
y \—x, x <0 ise,

\ -X x < 0 ise,

seklinde tanimlanir.

Mutlak degerlere ait asagidaki 6zelikler vardir.
| x I ve | f ( x) |ifadelerinin en kiiciik degeri sifirdir.

Ix1>0, If(x)1>0

IxI=1-x120
lx-yl=1ly—=xl
-lal< a<lal
la.bl=1lal.lbl
lal
— b 0
‘b‘ Ib] =0)

lan{ =]a" (n € N*)
[Tal-Ibll<la+bl<lal+Ibl (iiggen esitsizligi)
lal< Ibl ise -Ibl<a<l|bl

la.bl=0ise a=0 veb=0
[f(x)I+lg(x)l=01se f(x)=0 veg(x)=0
x2<y? ise IxI<lyl olur

Bu o6zelikler yardimiyla, mutlak degerlere ait sorularimizi ¢ozebiliriz.
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ALISTIRMALAR

1. Ix1+ 3 x =12 denkleminin ¢6ziim kiimesini,

Dogal sayilar kiimesinde,

Tam sayilar kiimesinde,

Rasyonel sayilar kiimesinde,
Gergek sayilar kiimesinde bulunuz.

© o6 o

2. Rasyonel sayilar kiimesinde, [ 2x + 1 | = % denkleminde ¢oziim kiimesini bulunuz.

3. Evrensel kiime, reel sayr olmak iizere,asagidaki acik Onermelerin dogruluk
kiimesini bulunuz.

a. Ix-41=3
b. 12x-31=7
c. I13x-2l=4

4. x € R olmak iizere, asagidaki esitsizliklerin ¢6ziim kiimelerini bulunuz. Say1
dogrusu lizerinde gosteriniz.

a. Ix-11<5
b. Ix-21>1
c. 12x-11=24

5. 13x - 1l ifadesinin en kiigiik degeri almast i¢in, 9x2 + 3x - 8 in degeri kag olmalidir?

6. |3x-11 <3 agik 6nermesini dogrulayan kag tane x tam sayisi vardir.

7. A={x|12x+1l <11, x € N} kiimesini liste biciminde yaziniz.

8. A={xl1<lx+11] <2, xER]} kiimesini liste biciminde yaziniz.

9. x€&Riin, I3x - 3| +2 = 14 - 4x | denkleminin ¢0ziim kiimesini bulunuz.

10. Ix-31=3-x ve | x+4l=x+4 esitliklerinin her ikisini de saglayan kac tane
tam say1 vardir.




MATEMATIK 2

7. USLU SAYILAR

Bu boliimde reel sayilarin tam kuvvetlerini ve bunlara ait 6zelikleri inceleyecegiz.
Once bir reel sayinin pozitif tam kuvvetini gorecegiz.

a. Tanim

@ x €R ven € Z* olsun. n tane x in ¢arpilmas ile elde edilen reel sayiya, X in
n inci kuvveti denir. Bu say1 x" seklinde gosterilir.

n tane
/_/\

Buna gore, x" = x . x . x... x dir.
@ x™" ifadesinde, x reel sayisina taban, n ye de iis veya kuvvet denir.
Buna gore, her x ER - { 0} i¢in, x! = x, x0=1ve 00 = 0 dir.
||||» 0o ifadesi tanimsizdir.

ORNEK 1.92

a. 23=2.2.2=8

b. Uslii Sayilarda Carpma Islemi

||||» I. Tabanlar1 ayni olan iislii, iki say1y1 carparken, iisler toplanarak verilen tabana iis
olarak yazilir.

ORNEK 1.85

a. 23.26=23+6=29

c. (x+12.x+1P=x+1P=x+1)




I 2

IL

Tabanlar1 farkli, iisleri ayni olan iislii iki sayiyr ¢arparken, ortak iis tabanlar
carpimina iis olarak yazilir.

x,y ER ven € Z+ olmak iizere, x0.y" =(x.y)" dir.

ORNEK 1.86

(-2)*. (x)* = (-2x)* = 16x*

(-af. (b =((-a) . (b) = (abP

c. (é)6_ (;)2(& ;)6= 26

5 2 5°2

c. Uslii Sayilarda Bélme Islemi

Tabanlar1 ayn1 olan islii iki saymin bélme isleminde, payin iissiinden paydanin
tissii ¢ikarilir. Verilen tabana iis olarak yazilir. x ER -{0}, m, n € Z* olmak iizere,

m .
XZ = xm-n djr,

XII
. m .
m>n ise, X-=xmn (dir.
XII
. m m .
m=n ise, X-=%X_= xm=n =xo=1 (jr.
xnoxn

Sifirdan farkli bir reel saymin, sifirmnci kuvveti 1 e esittir.

: xm _ 1 — xy-(n-m) = ym-n 1
m<n ise, Xn—Xn_m—X( ) =x dir.

ORNEK 1.95
37_ 374 _ 33
34
3
@b (s bP P (asbP =1
(a +b)
ab’ _ 1 _ 1
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||||» II. Tabanlan farkli, tisleri aym olan iislii iki sayiy1 bdlerken, ortak iis altinda tabanlar
boliiniir.

XER, yER-{0}, nEZ" icin, %=(§)ﬂ dir.

ORNEK 1.88

o =05 - (f)zz [4.3] -
2

¢. Uslii Bir Saymin Kuvveti

||||» Uslii bir saymin kuvvetini bulurken, iis ile kuvvetin ¢arpimu iislii sayinin tabanina
iis olarak yazilir.

XER, nEZ* igin, (x")"=x"m dir.

ORNEK 1.97
a. (23)4=23.4=212

b. (Xa)a-b=xa(a-b) = xa’-ab

C. (8x4)2=(23x4)2= 232 x4.2 =268
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d. Negatif Uslii Sayilar

”“» Negatif iislii bir say1, pay1 1, paydasi pozitif {islii olan bir rasyonel sayidir. Gergcek
sayilarin pozitif kuvvetleri ile ilgili biitiin 6zelikler, negatif kuvvetleri i¢inde gecerlidir.

neZ" ve xER-{0} icin, %)m= Xim= x-m dir.

ORNEK 1.98

a. (l)_s = 1 =75
2 25
oo B 43 G-
3 2 2 2 4
3
e. Benzer Uslii Sayilar
@ Tabanlar1 ve iisleri ayni1 olan iislii sayilara, benzer iislii sayilar denir.

ORNEK 1.99
ax3 ile bx3 benzer iislii ifadelerdir. Burada, katsayilar etkilemez.

b. 4 (a-b)2ile2(a-b)2 ifadeleri de benzer ifadedir.

f. Uslii Saymin Toplam1 ve Farki

”“» Benzer iislii sayilari toplamak veya ¢ikarmak miimkiindiir. Uslii sayilar birer reel
say1 oldugundan, benzer iislii sayilarda toplama islemi, carpmanin toplama islemi {izerine
dagilma 06zeligi yardimiyla yapilir. Toplama veya ¢ikarma iglemi yapilirken katsayilar
birbiri ile toplanir veya cikarilir.

ax" +bx"-cx"= (a+b-c)x" dir
ORNEK 1.100

a. 5x3—4x3+3x3-2x3=(5_4+3_2)X3=2X3

b. L x2.2x216x2= (l—2+6)x2 =9x3
2 2 2
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g. Uslii Sayilarin Esitligi
”“» Tabanlar esit olan iki iislii saymin esit olabilmesi i¢in, iisleri de esit olmalidir.

nmeZ*ve x€R-{-1,0,1} i¢in, x» = x™ jise n=m dir

ORNEK 1.101

2x-1 =16 ise x kagtir?
ox -1 =24

x-1=4

x =5 olur
h. Cesitli Ornekler

ORNEK 1.102

72x-4 =1 ise x in kag¢ oldugunu bulalim.

72x -4 =70
2x-4=0
2x =4

x =2 olur

ORNEK 1.103

(0,04) . (0,004) " isleminin sonucunu bulalim.

(0,04)2.(0,004) = (1‘.‘#0)2 . (10%0)_1 - (215)2 . (2;0 1 (512)2 .(10..25)

2
=1 (‘10.52) =10.57 10 _ 10 - 2 Gy,
5 5% 52 5 5
ORNEK 1.104
2H3)4
a#z0 ve b=#0 icin :a4 bz; 5 isleminin sonucunu bulalim.
a*b

2H3)4
(a2 b?) = a8b" _ 5841242 0 p8 2 b olur

(a412)? a8 b
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ORNEK 1.105

30-1 4 3" 43%* 1 jsleminin sonucunu bulalim.
gn-lpgnygn+l % +30430 3= (%+1+3) 3“:?3n

=1373 30= 13,31 olur.

ORNEK 1.106

x04 = 4 ise xin kag oldugunu bulalim.

2 5 5
04 =45 xi9 =275 x5 = 2% x5 =272 5 x=2"=32 ol
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OZET

x €R ven € Z* olsun. n tane x in ¢arpilmasi ile elde edilen reel sayiya, X in
n inci kuvveti denir. Bu say1 x" seklinde gosterilir.

n tane

e T —

Buna gore, x"=x.x.Xx...x dir.
xn ifadesinde, x reel sayisina taban, n ye de iis veya kuvvet denir.

Tabanlar1 ayn1 olan iislii, iki say1y1 carparken, iisler toplanarak verilen tabana iis
olarak yazilir.

X €Rve m,nZ* olmak ilizere, xm . x? = xm+ (djr,

Tabanlar1 farkli, iisleri ayn1 olan iislii iki sayiyr ¢arparken, ortak iis tabanlar
carpimina iis olarak yazilir.

X,y € R ve n € Z* olmak iizere, x™ . y"=(x.y)" dir.

Tabanlar1 aym olan iislii iki saymin bolme isleminde, payin iissiinden paydanin
tissii ¢cikarilir. Verilen tabana iis olarak yazilir.

xER-{0}, m,nEZ" olmak iizere, i—?=xm‘“ dir.

Tabanlart farkli, tisleri ayni olan iislii iki sayry1 bolerken, ortak iis altinda tabanlar
boliiniir.

XxER, yER-{0}, n€EZ" icin, %=(§)ﬂ dir.

Uslii bir saymin kuvvetini bulurken, iis ile kuvvetin ¢arpimu iislii sayinimn tabanina
iis olarak yazilir.

XER, n€E€Z* igin, (x")"=x"m dir.
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- Negatif iislii bir say1, pay1 1, paydasi pozitif iislii olan bir rasyonel sayidir. Ger¢ek
sayilarin pozitif kuvvetleri ile ilgili biitiin 6zelikler, negatif kuvvetleri i¢inde
gecerlidir

neZ" ve x€ER,-{0} icin, (%)mzx%z x-m  dir,

- Tabanlarn ve iisleri ayni olan iislii sayilara, benzer iislii sayilar denir.

- Uslii sayilar birer reel say1 oldugundan, benzer iislii sayilarda toplama islemi,
carpmanin toplama islemi ilizerine dagilma 6zeligi yardimiyla yapilir. Toplama
veya ¢ikarma islemi yapilirken katsayilar birbiri ile toplanir veya ¢ikarilir.

- Tabanlar esit olan iki {islii sayinin esit olabilmesi icin iisleri de esit olmalidir.
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki islemleri yapiniz.
a. 23.33.5°
b.  2x?.4x3.8*
. (0Sf*Y.x*Y

¢ (x-1P.(x-1D*.(x-1)2

2. Asagidaki islemleri yapiniz.
a. (23 .(27.(2%)
b. (). (ay*. ()
c. (237 .(22F .*
¢ 4t +4ttati gl
3. Asagidaki islemleri yapiniz.

X .y2 72

b ax+1px+2
) ax-2px-1

c 4x+13x-1
' 2x+29x+1

(23)2 g3
162
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4. Asagidaki carpimlarin sonucu ka¢ basamaklidir?
a. 59.214

b. 64.56
5. 5x-1.25x+2=125%-1 jse x kagtir?
6. 2x=5ve 5Y=4 ise x.y kactur?
7. 2x+3 42x-1 g2x =128 ise x kagtir?

8. 22x 32x-1_ 62x = 9x-1  jge x kagtir?

312 21,3
9. 3 a2b : 2a 3113 islemini en sade bi¢imde yaziniz
4a“b a

3a-b 64a-2b+1
23a-2b+1 34a-3b+2

10.

islemini en sade bicimde yazinz.
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8. KOKLU SAYILAR

Daha once iislii ifadelerde, negatif veya pozitif gercek sayilarin kuvvetlerini
bulmugtuk. Bir iislii sayinin degert,

(-2 =(-2)(-2) =4 ve (2P =(2)(2) = 4 tiir.

Burada, karesi 4 olan iki gercek sayr vardir. Bunlardan negatif olam (-2), pozitif
olani da (+2) dir. Fakat karesi -4 olan gercek say1 yoktur.

O halde, her x € R* i¢in, karesi x olan biri negatif digeri pozitif iki gercek say1 vardir.

@ Degeri ve iissii verilen iislii sayilarin, tabanini1 bulma islemine, kok alma islemi denir.
a. Tanim

@ Karesi a &€ Rt sayisina esit olan iki sayidan pozitif olanina, a nin pozitif kare

kokii, negatif olanina, a nin negatif karekokii denir. a nin pozitif karekokii va , negatif

karekokii —va ile gosterilir. Buna gore, (va 2= (wva )= a dur.

Karesi negatif olan gercek say1 olmadigindan, negatif sayilarin karekokii yoktur.

Va2 daima pozitiftir. Va2 >0 dur.

Bir gercek saymin karesinin karekokii, o gercek saymin mutlak degerine esittir.
Her a ERigin, Va2 =|a| dur.

ORNEK 1.107

Asagidaki karekoklii sayilarin esitlerini bulalim.

V9 =|3|=3 dir. V49=|7|=7dir. V81 =|9|=9 dur.

b. Kakeroklii Sayilarda Iglemler
L. Toplama ve Cikarma Islemleri

Karekoklii sayilart toplamak veya c¢ikarmak icin, kok icindeki terimler benzer
1 R :
olmalidir. Benzer olan terimlerin kat sayilarinin toplami veya farki, o terimlere kat say1
olarak yazilir.

a>0 ve b,c,dER icin, bva+cva-dva=(b+c-d)va du.
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ORNEK 1.108
3V5+4V5-575=3+4-5)V5=2V5 olur.

II. Carpma Islemi
||||» Iki koklii sayty1 carpmak igin, kok icindeki sayilar carpilir. Ortak kok altinda yazilir.

a>0, b>0 ve a,bERicin, va. Vb= Va.b dir.

ORNEK 1.109
V27 . V3=1727.3 =V81 =9 olur.

III. Bélme Islemi
||||» Iki koklii sayty1 bolmek igin, kok icindeki sayilar boliiniir. Ortak kok altinda yazilr.

a=0,b2=20 ve abeRigin, @=F dir.
N b

ORNEK 1.110

V038 W 8 _ V4

YO I O = 4 = 2 Olur.
02 0.2 sz

IV. Karekoklii Bir Sayinin n. Kuvveti

a€R" ve nER" i¢in, (va)* = van dir.

ORNEK 1.111

(3V3)* = 3% 3% =34 32=34+2 = 36 gy,

V. Karekoklii Bir Sayinin Eglenigi

”“» Carpimlar1 rasyonel olan iki irrasyonel sayidan her birine, digerinin eglenigi denir.
Eslenik iki terimin ¢arpimi, birinci terimin karesi ile ikinci terimin karesinin farkina
esittir.

a,bER" icin, va nin eslenigi, va dir.
va+ Vb nin eslenigi, va- Vb dir.

Karakoklii bir sayiy1 eslenigi ile carpinca, elde edilen deger, daima rasyonel bir
I “» sayidir.
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ORNEK 1.112

(\/@ - \/5) iin eslenigi, (V3 + V2) dir. Bu sayilarin carpimlari,

(\/7 \/7)( ) 132-12%=3-2=1 olur.

VI. Karekoklii bir Saymmin Paydasini Rasyonel Yapmak

@ Paydasinda koklii bir say1 bulunan kesrin, paydasindaki kokii kaldirma islemine,
payday1 rasyonel yapma denir.

”“» Karekoklii sayilarin paydasini rasyonel yapmak i¢in, paydanin eslenigi ile pay ve
payda carpilir.

ORNEK 1.113

Asagidaki ifadelerin paydalarini rasyonel yapalim.

1. 3 = 313 —3V§—V§ olur.

R EREIE
o 4 _ 4ls+1)  _4a(i5+1) _4((s+1) _4(5+1) _ )
f5-1 (5-1).(5+1) vs2(p  5-1 g " '3tolr

50 V2.1 02-002-1) _(2-1F _2.212+1_3 575 opur.

2+1  (2+1).(2-1)  y22-qp 2-1

VII. Ya_+V/b Seklindeki Sayidar, vp +Vk Sekline Déniistirmek

ab ER" ve a2>bigin,Va b sayilarinin iki kok toplami veya fark: seklinde

yazilabilmesi i¢in, a = {'b nin tam kare olmas1 gerekir. Bunun igin, verilen sayi

5

|a+2vm seklinde yazilabiliyorsa, carpimlar: m, toplamlar1 a olan iki say1 bulunur.

Bu sayllar p ve k olmak iizere,

Nax Vb = Vax2ym = vpxVk dir. (p>k)

ORNEK 1.114
12 -2Y35 sayisinn esitini bulalim.
Yukaridaki ifadeye gore diisiiniirsek,

carpimlar1 35, toplamlar1 12 olan iki say1 7 ve 5 tir.

O halde, V12-2VY35 =17 -V5 olur.
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ORNEK 1.115
/8 + V60 sayisinm esitini bulalim.
Once, V8 + V60 sayisi, Va + 2vm  sekline doniistiirelim.

V84160 =18+ 14.15 =18 +2V15 dir.

Carpimlart 15, toplamlart 8 olan iki say1 5 ve 3 tiir.

O halde, V8 + V60 =8 +2V15 = {5 + V3 olur.

||||» II. a.bER" vea2>bicin, Va+ Vb seklindeki sayilari

faF 1o =\/ 3“”/2&2'1’ T v a-‘/;z-b esitliginden faydalanarak,

Vp + Tk seklindeki sayilara doniistiirebiliriz.

ORNEK 1.116

/2 + V3 ifadesinin esitini yukaridaki formiilii kullanarak bulalim.

_ . /2+V4-3 2-V4-3 _ [2+1 2-1
(43 =2t 22003 o 20 20
- /3 1 _V3,1 _1342, V2 _16_ V2
ﬁ+ﬁ ﬁ+\/§ ﬁ.ﬁ+ﬁ.ﬁ 2+2 olur.

VIII. Karekoklii Bir Sayinin Sadelestirilmesi

@ Karekoklii bir sayida, gerekli islemler yapilarak en sade sekilde yazilmasina,
karekoklii bir sayinin sadelestirilmesi denir.

ORNEK 1.117
Asagidaki koklii ifadeleri, en sade sekilde yazalim.

a. Vx4y6 22 = +/(x2y32)°= x2y3z dir.

5
b. Vab3cl. abied = azgics=\la2b202 =abc dir.
b’c
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c. Karekoklii Denklemler
ORNEK 1.118

|2x + 1 =5 Denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

Esitligin her iki yanmin karesini alalim.

(Vox + 1) =52

2x+1=25
2x =24
x=12 dir.

Simdi, x = 12 nin denklemi saglayip, saglamadigina bakalim.
V2x+1=5;V2(12)+1=5; V24+1=5; V25=5; 5=5 tir.

O halde, ¢oziim kiimesi C = {12} olur.

Karekoklii denklemlerin ¢oziimiinde bulunan x degerinin, verilen denklemi

saglayip saglamadigina bakilir. Eger denklemi saglamiyorsa, ¢6ziim kiimesinin elemant
olamaz. Bu zamanda ¢6ziim kiimeleri bos kiimedir.

ORNEK 1.119
2Vx + 4 = -5 Denklemin ¢6ziim kiimesini bulalim.

Esitligin her iki yanmin karesini alalim.

i+ 4P = (57

4(x+4)=25
4x +16=25
4x =9
x=9
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Simdi buldugumuz x =

2Vx+4=-5

2./9+4=235
4

2./ =35
4

say1sinin, denklemi saglayip saglamadigina bakalim.

&~ O

2.2=25
2

5 #- 5 oldugundan, x = % denklemi saglamaz.

O halde, bu denklemin ¢6ziim kiimesi C = < dir.

¢. Gergek Sayilarin Rasyonel Kuvvet:
@ aER"ve nEZ",n>2 igin, x'= a esitligini saglayan bir x € R* vardur.

Bu sayiya, a gercek sayisinin n. kuvvetten kokii denir.

1
x="Ya=an seklinde gosterilir. Va ifadesinde, n ye kok kuvveti denir.

2
n = 2 ise a nin karekokii diye okunur. \/; veya kisaca va yazilir.

3
n = 3 ise a min kiip kokii diye okunur. \/; seklinde yazilir.

n = m ise a nin m. dereceden kokii diye okunur Va seklinde yazilir.

ORNEK 1.120
1 21
1. V9=92=(3)2=3

1
2. 3wﬁ:m
3. %4=a

I
Vi

'
b)\[\)
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IL

d. Kok Icindeki Sayryr Kok Digina Cikarma

Kok Kuvveti Ile Kok Igindeki Saymin Kuvveti Aymi Ise

Kok kuvveti ile kok i¢inin kuvveti ayni olan sayilar kok disina cikar.

nEZ ve a, b >0 olmak iizere, Tan.b=a. Vb dir.

ORNEK 1.121
3 3
§="1/23=2

> X5.y=x.5«ry
4 &=4 i =4/(é)4=1
Vie | 24 2 2

Kok Kuvveti Ile Kok Igindeki Sayimmin Kuvveti Aym Degilse

Kok i¢indeki saymin derecesi, kokiin kuvvetinin tam kati ise, bu say1y1 kok disina

cikarirken, iissiinii kokiin kuvvetine boleriz.

m, n € Z* ve a > 0 olmak iizere, Wanm = 2’0 = am dir.
ORNEK 1.122
3\§=3\/¥=23§ =22=4
Yas6 = 4«/?:24%:22: 4
15 20 5

5 5 1D
\/a16b20=\/a15.a.b20 = asbs . Va = a3b*Va

e. Kok Digindaki Sayiy1 Kok Icine Alma

Kok Digindaki Say1 Uslii Degilse

Kok disindaki bir say1 kokiin derecesi kadar bir kuvvetle kok icine alinir.
n€EZ" ve ab>0 ise, a'Vb="lanb dir

ORNEK 1.123

V3 =V33 = Vg 3 =Voa
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I 2

Kok disindaki say1 iislii ise,

Kok disindaki iislii bir say1 kok i¢ine alinirken, bu saymin iissii, kokiin derecesi ile

carpilir.

mnEZ ve ab>0ise, am"Vb="{amn b

ORNEK 1.124

a2b3\/; =3\/a2-3.a.b3.b =3\/a6+1.a3+1 =3\/a7b4

X%/;=%/X4.X =4\/x4+l =4\/;

f. Koklii Bir Sayinin Kuvveti

n €Z" ve a >0 olmak iizere, Va gibi koklii bir sayinin m inci kuvveti,

(“\E)f“=“\5.“\5.“\5...“\5= Va.a.a..a =YVam dir.

—_—_————— m tane
m tane

O halde, (%)f" = Yam olur.

ORNEK 1.125
(o) =322 =3s
(Vasl = Voo <Vas o = w2V

g. Koklii Bir Sayinin Kokii

m,n € Z* ve a >0 olmak iizere, a sayisinin m inci dereceden kokii

1

Va = (VaJu = amn = amn- = ™Va dir
O halde, 1Wa =™Ya olur.
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ORNEKLER 1.126

L W=4.%=1%
5 W =5'3'% =3%

h. Koklii Sayilarin Bazi1 Ozelikleri
B
i 1 TaVara ~"Va
n |
2. Va:Va:Va... ="Va

3 \/a.(a+1)+«/a.(a+1‘)+\/a.(a+1‘)+ﬁ =a+1

4. \/a.(a+1)—«/a.(a+1)—\/a.(‘a+1)—ﬁ =a

5. Va+Va+vatr,.. =l+ll+4a ‘;"'43

6. Va-Va-Vay . =-ltVl+da \?214'43

Kokiin kokii olarak ifade edilmis bir¢ok soruda bu kurallar kullanilarak, kolayca
sonug elde edilir.

ORNEKLER 1.127
4
1. \/8/4\/81/48... Vg 2322

2. Vs6+156 +V56+... =V7.8+17.8+V7.8+...=8

3 3+\/3+\/§+...=1"‘“;‘4'3 =1+2\@

1. Koklii Sayilarin Kok Kuvvetlerini Egitleme

p
”“» ah ve @ koklii sayilarmin kok kuvvetleri esitlenirken, kok kuvvetlerinin

e.k.o.k bulunur. Kok kuvvetleri uygun sayilarla genisletilerek esitlenir.
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ORNEKLER 1.128
3 5
L. \/;ve \H sayilarinin kok kuvvetlerini esitleyelim.

Kok kuvvetleri olan 3 ve 5 sayilarinm e.k.o.k u 15 tir. Bu iki koklii saymin derecesini
15 e esitleyebiliriz.

3 7 =3'%= 1% ve 4\/; =5_W= IW olur.

6/ 4
2. x5 ve Vx3 sayilariin kok kuvvetlerini esitleyelim.

6 ve 4 sayilarinin e.k.o.k 12 oldugundan iki koklii saymin derecesini 12 ye esitleyebiliriz.

Vs = w52 = A0 ve Vs = "= Wi onr.

i. Koklii Sayilarda Toplama ve Cikarma Islemleri

||||» Koklii sayilari toplayabilmek veya c¢ikarabilmek icin, kok kuvvetleri ile kok icleri
ayni olmalidir. Bu sartlara uyan koklii sayilarin katsayilari toplanir veya ¢ikarilir.

xVa+y Ya-z Ya=(x+y-2)Va dm.

ORNEKLER 1.129
1. 8V7+2V7-4V7=03+2-4){7=17
2. 8Wx+5Vx-9 Vx=(8+5-9)Vx=4Vx

Burada,n€Z", n>2 ve x> 0 olmaldir.

j. Koklii Sayilarda Carpma Islemi

||||» Kok kuvvetleri ayn1 olan koklii sayilarin ¢carpimi, bu sayilarin ¢arpiminin ayni
kuvvetten kokiine esittir.

”“» Kok kuvvetleri farkli olan koklii sayilar1 ¢carpmak icin, dnce kok kuvvetleri
esitlenir. Sonra carpma yapilir.

a,bER" ve nEN' ise Va.Vo=Ya.b dir,
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ORNEKLER 1.130

1. %.%=3\/3.9.=3\/27=3\/§=3
2. Usz=Vs P35 Y32= V5.0 = Vas

k. Koklii Sayilarda Bélme Islemi

”“» Kok kuvvetleri ayni olan koklii iki sayinin boliimii, bu sayilarin boliimlerinin ayni
kuvvetten kokiine esittir.

Kok kuvvetleri farkli olan koklii iki sayiyr bolmek i¢in, dnce kok kuvvetleri
”“» esitlenir. Sonra bolme islemi yapilir.

a,beZ" (b#£0) ve nENT ise Va _ fra dir,
( ) Vo v;

ORNEKLER 1.131

3 3 3
54 _ i/ﬁ_v _ /23 _
1. % = y = 27=NV3"=3

2 V15 — 3.2\/1753 _ 6/3375 =6q/135
s e 25

1. Koklii Sayilarin Paydasim1 Rasyonel Yapma

Karekoklii sayilarda paydanin nasil rasyonel yapildigint 6grenmistik. Bu boliimde
ise, kok kuvveti ikiden biiyiik olan koklii ifadelerin paydasini rasyonel yapmayi
ogrenecegiz

L. 1 Seklinde Verilen Koklii Sayinin Paydasini Rasyonel Yapmak
\ am

||||» - Viim seklindeki verilen koklii sayinin paydasini rasyonel yapmak i¢in pay ve

payda Vanr-m ile carpilir.

1 _ 1l.Van-m _ Jan-m ..
Vam =~ Vam Yan-m — 8 '
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ORNEKLER 1.132

Lot st Vs _As
Vs s V2 As 3

1 _ 122 _v2 il _v2ie
2 A3 12 23 23 6

II. Paydasinda Kiipkoklii Olan Koklii Sayilarin Paydasin1 Rasyonel Yapmak

”“» Paydasinda kiipkoklii terim bulunduran koklii sayilarin paydasini rasyonel yapmak
icin, a3 + b3 =(a+Db) (a?2 - ab + b2) ve a’-b3=(a-b) (a2 +ab+Db?) Ozdesliginden
yararlanilir.

ORNEKLER 1.133

1

Vs -1

sayisinin paydasini rasyonel yapalim.

a3-b>=(a - b)(a2+ ab +b) ozdegliginde, a=7V5 ve b=1 olursa,

(Ws) -13= (s - 1){(%)2 s+ 12}

s-1=(s-1) (V5> 15 + 1) elde edilir.

A/ - 1 sayism rasyonel yapmak igin pay ve payda V5% +¥5 + 1 ile garpili.

1 _ 1-(3\/?+%+1) =3\/?+%f5+1=3\/?+%+1
Vs-1 R®fs-1) (V52445 +1) >-1 4

olur.
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m. Koklii Sayilarda Siralama

Kok kuvvetleri esit olan sayilarda, kok ici biiyiik olan say1 biiyiiktiir. a < b < c ise
I 2
Ya < b <YVe dir

Kok kuvvetleri esit degilse, kok kuvvetlerinin e. k. 0. k bulunur. Kok kuvvetleri
e. k. o. k gore, genisletildikten ve kok kuvvetleri esitlendikten sonra siralama yapilir.
ORNEKLER 1.134

1. V2, V3 ve V7 sayilarim kiiciikten biiyiige dogru siralayalim.

2 <3 <7 oldugundan, V2 <V3 <V7 olur

3 6

\6, V3 ve V15 sayilarini kiiciikten biiyiige dogru siralayalim.

Verilen sayilarin kok kuvvetleri 3, 2 ve 6 oldugundan, bunlarin e.k.o.k u 6 dir.
32 23 6 6 6 6

Buna gore, \/;, \/§ ve V15 yada \/Z, V27 ve V15 dir.

3 6
4 < 15 <27 oldugundan, \/5 < V15 < V3 olur,
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OZET

Karesi a & R* sayisina esit olan iki sayidan pozitif olanina, a nmin pozitif
kare kokii, negatif olanina, a nin negatif karekokii denir. a nin pozitif karekokii
va , negatif karekokii -va ile gosterilir. Buna gore, (va J>=(-va ’=a dir.

Bir gergek sayinin karesinin karekokii, o gercek saymin mutlak degerine esittir.
Her a €R igin. Va2 =|a| dur.

Karekoklii sayilari toplamak veya ¢ikarmak i¢in, kok icindeki terimler benzer
olmalidir. Benzer olan terimlerin kat sayilarinin toplami veya farki, o terimlere kat
say1 olarak yazilir.

a>0 ve b,c,dER icin, bva+cva-dva = (b+c-d)va dir.

Iki koklii sayty1 carpmak icin, kok icindeki sayilar carpilir. Ortak kok altinda yazilir.
a>0,b>0 ve a,bER icin, va.'b =va.b dir.

Iki koklii sayty1 bolmek igin, kok icindeki sayilar boliiniir. Ortak kok altinda yazilr.
a=20,b =20 ve a,beER igcin, va - \/Z dir.
b b

Karekoklii bir saymin n. dereceden kuvveti, a € R* ve n € R" igin,

(@) =van dir.

Carpimlar rasyonel olan iki irrasyonel sayidan her birine, digerinin eslenigi
denir. Eslenik iki terimin ¢arpimi, birinci terimin karesi ile, ikinci terimin karesinin
farkina esittir.

Paydasinda koklii bir say1 bulunan kesrin, paydasindaki kokii kaldirma islemine,
payday1 rasyonel yapma denir. Karekoklii sayilarin paydasini rasyonel yapmak
icin, paydanin eslenigi ile pay ve payda ¢arpilir.

a.bER" vea?>b icin, Va+ Vb seklindeki sayilari,

atlb = af 23‘2 -b pat] 2212 b esitliginden faydalanarak,

Vp + Vk seklindeki sayilara doniistiirebiliriz.
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a€ER've n€Z",n>2 icgin, x"=a esitligini saglayan bir x € R* vardur.

. 1
Bu sayiya a gergek sayismin n. kuvvetten kokii denir.  x ="a = an

seklinde gosterilir. "a ifadesinde, n ye kok kuvveti denir.

Kok kuvveti ile kok i¢inin kuvveti aym olan sayilar kok digina cikar.

nE Z"ve a, b> 0 olmak iizere, Van.b=a.Vb dir

Kok icindeki sayinin derecesi kokiin kuvvetinin tam kat1 ise, bu sayiy1 kok disina
cikarirken, iissiinii kokiin kuvvetine boleriz.

nm .
m, n € Z* ve a > 0 olmak iizere, Varm =an = am dir.

Kok digindaki bir say1 kokiin derecesi kadar bir kuvvetle kok i¢ine alinir.

nEZ *vea,b>0ise, a\Vb="Yanb

Kok digindaki iislii bir say1 kok i¢ine alinirken, bu saymin issii, kokiin derecesi
ile carpilir.

m,nEZ " ve a,b>0ise am " ="{amn b

n € Z* ve a > 0 olmak iizere, Va gibi koklii bir saymmin m inci kuvveti,

(‘n\/;)m ="Vam dir.

m,n € Z* ve a > 0 olmak lizere, \a sayisinin m inci dereceden kokii

1 1 1 1
Va=(Va)n =am n=amn ="Ya dir

Wa koklii sayilarmin kok kuvvetleri esitlenirken, kok kuvvetlerinin e.k.o.k u
bulunur. Kok kuvvetleri uygun sayilarla genisletilerek esitlenir.

Koklii sayilar1 toplayabilmek veya c¢ikarabilmek icin kok kuvvetleri ile kok igleri
ayni olmalidir. Bu sartlara uyan koklii sayilarin katsayilari toplanir veya cikarilir.

xVa+yYVa-z%Ya=(x+y-2z)Va du.
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- Kok kuvvetleri aynm olan koklii sayilarin ¢arpimi, bu sayilarin ¢arpiminin ayni
kuvvetten kokiine esittir. Kok kuvvetleri farkli olan koklii sayilar1 ¢carpmak i¢in,
once kok kuvvetleri esitlenir. Sonra carpma yapilir.

a,bERY veneEN' ise Va.Vb=Ya.b dir.

- Kok kuvvetleri ayni olan koklii iki saymin boliimii, bu sayilarin boliimlerinin ayni
kuvvetten kokiine esittir. Kok kuvvetleri farkli olan koklii iki say1y1 bolmek i¢in,
once kok kuvvetleri esitlenir. Sonra bolme islemi yapilir.

a,beZ" (b#0) ve nEN*' ise Ya _ fra dir.
( ) Y1 \/;

1

al'Il

Jan-m jle carpilir.

seklinde verilen koklii sayinin paydasini rasyonel yapmak i¢in pay ve payd:

- Paydasinda kiip koklii terim bulunduran koklii sayilarin paydasini rasyonel yapmak
icin, a3 + b3 = (a+b) . (a2 -ab +b2) ve a3 - b3 = (a-b) . (a2 + ab + b2) Hzdesliginden
yararlanilir.

- Kok kuvvetleri esit olan sayilarda, kok i¢i biiyiik olan say1 biiyiiktiir. a < b < c ise

Ya < ¥b <YVe  dir. Kok kuvvetleri esit degilse, kok kuvvetlerinin e. k. 0. k u

bulunur. Kok kuvvetleri e k.o.k a gore, genisletildikten ve kok kuvvetleri
esitlendikten sonra siralama yapilir.
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki karekoklii sayilarin esitlerini yaziniz.

a. V25
b. /(-5

144
¢. V375
d. VaZ+ 2a +1
e.-Va2-6a+9
f. V49 .81
g. /(- 2abP
h. V26,3442

2. Asagidaki islemleri yapiniz.

a. V12 -V48 +7127

b. V8 + V72 +V18 - 150
0.09 + 10,04

G o

dd¢ﬂi+/wﬂl-

ezwf+5 +6Vr




3. Asagidaki iglemleri yapiniz.,
a. V2.3 .6
b.V3.(12 +V5-v27)
c.(1+V3).(1-73)
«.(13-1).(V3+72-1)
d.(12+13 )
e.12.3.122.3

4. Asagidaki kesirlerin paydalarini rasyonel yapiniz.

4. 3

(¢]

5. Asagidaki siralamalardan hangileri dogrudur? Neden?

a.2V3 <372

b.3V3 <2175

1 1

C.—< ——
33 572

_2 < _3

“3s 213
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6. Asagidaki sayilari en sade sekilde yaziniz.

a. 15-77 + V5417

b.Ve+Vil - V6-V11

7. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

a.vXx=xXx
b.2vx = 1x

3
c.V3x+4 =1
¢.3Vx+3=x+1

d.Vx-1=x-1

e.x+Vx+16 = 2x

8. Asagidaki ifadeleri iislii bicimde yaziniz.

a. Vv
b 1

3/ 2 1
a3. a2
c. 5
c. V64 x6 y8

11
d. i/xz.xz.xg
S)3
e.Vx2.x2.y3
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9. Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz.

a. Ve V61V6...
b.V27: V27: V275

e V3 1373 +.
e V12 T12- V12-.

10. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
a. 211 - 4x - 23-3X

b. 3X+2 =42X-3

o Va+T 1333 _qq
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TESTI
Asagidaki ifadelerden hangisi yanligtir?

A) Dogal sayilar kiimesi bolme iglemine gore, kapal1 degildir.

B) Her tam saymin toplama islemine gore, tersi vardir.

C) Rasyonel sayilar kiimesinde carpma islemine gore, birim elemani 1 dir.
D) Tam sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesinin alt kiimesidir.

(abcabc) alt1 basamakli say1 (abc) ii¢ basamakli sayiya boliiniirse boliim kag olur?

A) 11

B) 101
C) 1001
D) 1011

Al bilyelerini beser, altisar ve sekizer saydiginda, her defasinda 3 bilyesi artiyor.
Onbirer saydiginda ise hi¢ bilyesi artmiyor.Ali’nin en az _kag bilyesi vardir.

A) 123
B) 242
C) 369
D) 374

204 . 56 sayisinin ¢arpimlarinin sonucu kag basamaklidir?

A) 8
B) 10
C) 11
D) 12

45; 25,55 sayilar igin agagidaki siralamalardan hangisi dogrudur?

A) 45<55<25
B) 55 <45<25
C) 25<45<55
D) 25<55<45

a+’7
a+ 2

A)2
B) 3
C)4
D)5

ifadesini tam say1 yapan a nin kag tane degeri vardir?
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7. x= % + % + i olduguna gore, x 1 hangi en kii¢iik say1 ile carpalim ki, sonug

tam say1 olsun?

A) 11
B) 12
0) 13
D) 14

8. ave btamsayiolmak iizere,-4<a<12 ve -6<b<8 ise 3a-2b nin en biiyiik
degeri 1ile, en kiiciik degerinin toplami kactir?

A) 14
B) 16
C) 18
D) 20

9. 7x -2 (x +5) <4 ( x +2) -9 esitsizliginin dogal sayilarda ¢oziim kiimesi,
asagidakilerden hangisidir?

A) {1,2,3,4, ..}
B) {9}

) {0,1,2,3,4,5,6,7,8 )
D) {0,1,3,9}

10. 93k+2nin, 7 ile boliinmesinde kalan kagtir?

A) 1
B) 2
C) 3
D) 4

_a)2(_q)2
I1. a € R* olmak iizere, (a)3(al) isleminin sonucu, asagidakilerden hangisidir?
-a)~ (-a
A) -a?
B) -a
C)a
D) a2
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2. 3 4+ 1 1 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?
0,5 025 0,125

1
A)15

B) 11l
)3

C) 2
D) 3

2n+1 4n+1

13. :
(2n)n -1 (2n-19n +1

islemin sonucu kagtir?

A) 2201
B) 42n+]1
C) 4n+3
D) 72

-1
14. 2% ifadesinin koklii sekilde yazilis1 asagidakilerden hangisidir?

X3

A) 2 x5
B) 2°Yx5

C) 2
Vs

D) 2
V53
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15. Ondalik acilimi 1, 37 olan rasyonel say1 hangisidir?

A) 136

B) 127

C) 136

16. |3x-11<x+5 esitsizligi, hangi say1 dogrusu iizerinde dogru olarak gosterilmigtir?

A) PR

t ® > Say1 dogrusu
-1 0 1 2 3

B) < « t t * Say1 dogrusu
-1 0 1 2 3

@) < N t t t t > Sayi dogrusu
-1 0 1 2 3

D) « t t Say1 dogrusu

17. x=3ise | 1-2x1-13x-11+12-x1 ifadesinin degeri kagtir?

A) 4
B) -3
C) -2
D) 0

18. Z/5te, 4x ®2 =3 denkleminin ¢oziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
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19.

20.

21.

22.

Z /7 de, 6 x+4). (gx +3) ifadesinin carpimi asagidakilerden hangisine esittir?

A)x2+x+5
B) x2+2x + 1
C) x2+3x+5

D) x2+5x + 3

T

ﬁ

1 isleminin sonucu, asagidakilerden hangisidir?
Vis
A) 1
B) 4
05
D)9

a5
x5 \/; ifadesi, asagidakilerden hangisine esittir?

4

A) V2
5

B) Vx2
10

) Vxo
20

D) A/x7
x2 . . . . ) e

—2  isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

W‘ y $ sag g

A) x2Vx2+y?2

B) VxZ+y2-y

C) VxZ+y2+y

D) Vx2+y2
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23. 12 +1.1V2-1 isleminin sonucu kagtir?

A1
B) V2
C) 2
D) 212

24, 2% =g%-2 egitligini saglayan x kagtir?

A) 7
B) -5
C) 2
D) 4

25. 2x-1 . 4x =256 ise x kagtir?

A)3
B) 5
C) 7
D)9




