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h. Bir Tam Say›n›n, Do¤al Say› Kuvveti

a bir tam say›, n s›f›rdan farkl› do¤al say› olmak üzere,  an = a . a . a ... a  ifadesine,

n tane

bir tam say›n›n do¤al say› kuvveti denir.

n çift sayma say›s› ise  (-a)n = an dir.

n tek sayma say›s› ise  (-a)n = - an dir.

ÖRNEK 1.34

1. 

2.

›. Tam Say›larda ‹fllem Yapma

Ayn› veya z›t iflaretli tam say›larla toplama, ç›karma, çarpma ve bölme ifllemlerini
ve özeliklerini daha önce gördük.

Bir çok ifllemi bir arada bulunduran ifadelerde ifllem yaparken, öncelik s›ras›
parantez içindeki  ifadelerindir. Sonra s›ras›yla kuvvet, çarpma, bölme, toplama ve
ç›karma ifllemleri yap›l›r. Buna dikkat edilmez ve parantez kullan›lmazsa netice farkl›
ç›kabilir. fiimdi de bunu örneklerle aç›klayal›m.

I. Bölme iflleminin birleflme özeli¤i olmad›¤›ndan, a : b : c ifadesindeki ifllem 
anlams›zd›r. Tam say› de¤eri bulunamaz.

ÖRNEK 1. 35
16 : 4 : 2 ifadesinde,   (16 : 4) : 2  fleklinde olursa,  4 : 2 = 2  olur.
16 : 4 : 2 ifadesinde,  16 : (4 : 2)  fleklinde olursa,  16 :2 =  8  olur.

O halde, ifadenin sonucu ayn› olmuyor. Buna göre, ard›fl›k olarak bölme ifllemleri
varsa, mutlaka parantez kullan›lmal›d›r.

-2 4 = -2  -2  -2  -2  = 16 = 24   dir.  

-3 3 = -3  -3  -3  = -27 = -33   dir.
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II. a . b : c ifadesi anlaml›d›r. Çünkü a . (b : c) = (a . b) : c dir.

ÖRNEK 1. 36
16 . 4 : 2 ifadesinde,  16 . (4 : 2) = 16 . 2 = 32  olur.
16 . 4 : 2 ifadesinde,  (16 . 4) : 2 = 64 : 2 = 32 olur.

O halde, ifadenin sonucu ayn› oluyor.

III. a : b . c  yaz›l›fl› anlams›zd›r. Çünkü (a: b) . c ≠ a : (b . c) dir.

ÖRNEK 1. 37
16 : 4 . 2  ifadesinde,  (16 : 4) . 2  = 4 . 2 = 8 dir.
16 : 4 . 2  ifadesinde, 16 : (4. 2) = 16 : 8 = 2 dir.

O halde,  ifadenin sonucu ayn› olmad›ndan mutlaka parentez kullan›lmal›d›r.

ÖRNEK 1. 38

ÖRNEK 1. 39

Verilen ifadenin do¤al say› olabilmesi için,            do¤al say› olmal›d›r. Bunun için,

m nin de¤erleri 8 in do¤al say› bölenleridir. Bunlarda, 1, 2, 4, ve 8 dir.

O halde, istenen toplam 1+ 2 + 4 + 8 = 15 olur.

  -3  . +2    : - 5 + 2  = -6  : -3  = +2  

3m + 8
m  ifadesini tam say› yapan, m do¤al say›lar›n›n toplam›n› hesaplayal›m.  

3m + 8
m   = 3m

m  + 8
m  = 3 + 8

m  dir.      

8
m    

1

  -22 + 3 3 . 12 + 4  :  2 + -1 3  = - 4 + 3 3 . 12 + 4  : +2 - 12

 = -1 3 . 12 + 4  :  +1  = - 12 + 4  : +1  = -8  : +1  = -8

3 x - y  + 5 y - x  + -y 2 = 3x - 3y + 5y - 5x + y2 = -2x + 2y + y23
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ÖRNEK 1. 40

Bir k›rtasiyeci, 5 tanesini 3000 kurufltan ald›¤› defterlerin, 3 tanesini 5000 kurufltan
satarak 640 lira kazanm›flt›r. Buna göre, k›rtasiyeci kaç tane defter satm›flt›r?

K›rtasiyeci defterleri 3 lü ve 5 li kümelere ay›rabildi¤ine göre, defterlerin say›s›
15 in kat›d›r. Bu defterlerin 15 tane oldu¤unu düflünelim.

15 : 5 = 3   (küme)

3 x 3000 = 9000 kurufl (Defterlerin al›fl fiyat›)

15 : = 5   (küme)

5 x 5000 = 25000 kurufl   (Defterlerin sat›fl fiyat›)

25000 - 9000 = 16000 kurufl   (15 defterden yap›lan kâr)

640 lira = 64000 kurufl

64000 : 16000 = 4   (Kat›)

15 x 4 = 60 tane    (Defterlerin say›s›)

i. Grup

Bir A kümesi ile bu küme üzerinde tan›ml› bir Δ ifllemi verilsin. A kümesi 
Δ ifllemiyle birlikte, afla¤›daki dört özeli¤i sa¤l›yorsa (A, Δ) sistemine bir grup  denir.

I. A kümesi, Δ ifllemine göre kapal›d›r.

Her a, b ∈ A için, a Δ b ∈ A d›r.

II. A kümesinde,  Δ iflleminin birleflme özeli¤i vard›r.

Her a, b, c ∈ A için,  a Δ (b Δ c) = (a Δ b) Δ c dir.

III. A kümesinde,  Δ ifllemine göre birim eleman vard›r.

Her a ∈ A için,  a Δ e = e Δ a = a d›r.  e ∈ A ise e birim eleman›d›r.

IV. A kümesinde,  Δ ifllemine göre, A kümesinin her eleman›n tersi vard›r.

Her a ∈ A için,  a Δ b = b Δ a = e   olacak flekilde bir b ∈ A vard›r.
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ÖRNEK 1. 41

Do¤al say›lar kümesi ile, bu küme üzerinde tan›mlanan toplama iflleminin oluflturdu¤u
(N, +)  sisteminin, bir grup olup olmad›¤›n› araflt›ral›m. 

Bunun için (N, +) sisteminin grup olma flartlar›n› sa¤lay›p sa¤lamad›¤›na bakmal›y›z.

I. Her a, b ∈ N için, (a + b) ∈ N dir. ‹ki do¤al say›n›n toplam› yine bir do¤al say› 
oldu¤undan, do¤al say›lar kümesi toplama ifllemine göre kapal›d›r.

II. Her a, b, c ∈ N için, a + (b + c) = (a + b) + c  oldu¤undan, do¤al say›lar kümesinde 
toplama iflleminin birleflme özeli¤i vard›r.

III. Her a ∈ N için, a + 0 = 0 + a = a  oldu¤undan, do¤al say›lar kümesinde toplama 
iflleminin etkisiz eleman› 0 (s›f›r) d›r.

IV. S›f›rdan farkl› hiçbir do¤al say›n›n, toplama ifllemine göre ters eleman› yoktur. 5 
say›s›n›n toplama ifllemine göre ters eleman› -5 say›s›d›r. -5 say›s› do¤al say› 
olmad›¤›ndan, do¤al say›lar kümesinde toplama ifllemine göre ters eleman yoktur.

O halde, do¤al say›lar kümesi toplama ifllemine göre grup de¤ildir.

ÖRNEK 1.42

Tam say›lar kümesi ile üzerinde tan›ml› toplama ifllemi, istenilen özelikleri sa¤lad›¤›ndan
grup oluflturur. (Z, + ) sistemi bir gruptur.

Tam say›lar kümesinde toplama iflleminin, de¤iflme özeli¤i de vard›r. De¤iflme
özeli¤i olan gruplara de¤iflmeli grup denir. O halde, (Z, + ) sistemi de¤iflmeli bir gruptur.

ÖRNEK 1. 43

Tam say›lar kümesi çarpma ifllemine göre (Z, . ) sisteminin bir grup olup olmad›¤›n›
araflt›ral›m.

I. Her a, b ∈ Z için,  (a . b) ∈ Z   oldu¤undan, tam say›lar kümesi çarpma ifllemine 
göre kapal›d›r.

II. Her a, b, c ∈ Z  için,  a. (b. c) = (a . b) . c   oldu¤undan, tam say›lar  kümesinde 
çarpma ifllemin birleflme özeli¤i vard›r.

III. Her a ∈ Z için,  a . 1 = 1 . a = a   oldu¤undan, tam say›lar kümesinde çarpma iflleminin 
etkisiz eleman› 1 dir.

IV. Baz› tam say›lar›n çarpma ifllemine göre ters eleman› yoktur.

O halde, tam say›lar kümesi çarpma ifllemine göre grup de¤ildir. (Z, . ) sistemi grup 
de¤ildir.
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 ÖZET

- Do¤al say›lar› da kapsayacak flekilde, ç›karma ifllemine göre kapal› olan, toplama 
ifllemine göre, her eleman›n tersi bulunan, daha genifl bir küme tan›mland›¤›nda, bu 
kümeye tam say›lar kümesi denir. Z ile gösterilir.

Z- = { ..., -3, -2, -1}  kümesine, negatif tam say›lar  kümesi,

Z+ = {1, 2, 3, ...}  kümesine, pozitif tam say›lar kümesi denir.

Buna göre, Z = Z- ∪ {0} ∪ Z+ = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} dir.

- Ayn›  iflaretli iki tam say›n›n toplam›n› bulurken, say›lar toplan›r. Bu say›n›n iflareti, 
toplam›n iflareti olur. Z›t iflaretli iki tam say› toplan›rken, say› de¤eri büyük 
olandan küçük olan ç›kar›l›r. Toplama büyük olan›n iflareti verilir.

- a, b ∈ Z olmak üzere, a + (-b) toplam›na a  ile  b   tam say›lar›n›n fark› denir. Bu 
fark, a- b biçiminde gösterilir. ‹ki say›n›n fark›n› bulma ifllemine de ç›karma 
ifllemi denir.

- ‹ki tam say›n›n çarp›m› yap›l›rken, say›lar›n iflaretine bak›lmaks›z›n çarp›l›r.
Çarpanlar ayn› iflaretli ise çarp›m›n iflareti pozitif (+) olarak al›n›r. Çarpanlar z›t 
iflaretli ise çarp›m›n iflareti negatif (- )  olarak al›n›r.

- ‹ki tam say›n›n bölümü yap›l›rken, say›lar›n iflaretine bak›lmaks›z›n bölme ifllemi 
yap›l›r. Bölme iflleminde ayn› iflaretli iki tam say›n›n bölümü pozitif, ters iflaretli iki 
tam say›n›n bölümü negatif iflaretlidir.

- Kalanl› bir bölme iflleminde a tam say›s›, b tam say›s›na bölündü¤ünde bölüm  c 
tam say›s›, kalan ise negatif olmayan bir k tam say›s›d›r. Bölme eflitli¤i ise 
a = b . c + k  d›r.

- a tam say›s›n›n mutlak de¤eri | a | ile gösterilir. a pozitif tam say› ise       
| a | = a  d›r.   a = 0 ise | a | = | 0 | = 0 d›r.    a negatif tam say› ise | a | = - a d›r.

- Tam say›lar kümesinin elemanlar›ndan, 2 nin kat› olanlar›n oluflturdu¤u kümeye, 
çift tam say›lar kümesi denir. Tam say›lar kümesinde 2 nin kat› olmayan elemanlar›n 
oluflturdu¤u kümeye, tek tam say›lar kümesi denir.
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a bir tam say›, n s›f›rdan farkl› do¤al say› olmak üzere,  an = a . a . a ... a ifadesine,

n tane

bir tam say›n›n,  do¤al say› kuvveti denir.

- Bir çok ifllemi bir arada bulunduran ifadelerde ifllem yaparken, öncelik s›ras› 
parantez içindeki ifadelerindir. Sonra s›ras›yla kuvvet, çarpma, bölme, toplama ve 
ç›karma ifllemleri yap›l›r.
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ALIfiTIRMALAR

1. Afla¤›daki ifllemleri yap›n›z. 

2. 41a2 say›s› 3 ile tam olarak bölünebildi¤ine göre, say›n›n onlar basama¤›ndaki “a”
yerine yaz›labilecek rakamlar›n toplam› kaçt›r?

3. Birbirinden farkl› üç basamakl› dört tam say›n›n toplam› 3500 dür. Bunlardan en 
küçü¤ü en az kaç olabilir? 

4. Bir  a tam say›s›n›n 41 ile bölümünde bölüm 40 kalan 38 oluyor. Bu say›n›n 8 ile
bölümünden kalan kaçt›r? 

5. Bir manav karpuzlar›n tanesini 1500 kurufltan satarsa 20000 kurufl zarar, tanesini 
2000  kurufltan satarsa 20000 kurufl kâr ediyor. Buna göre, manav›n kaç karpuzu 
vard›r?

6. a ve b   pozitif tam say›lard›r. a + 2b = 15 eflitli¤inde “a” n›n alabilece¤i, en küçük 
ve en büyük de¤erleri kaçt›r? 

7. ifadesini tam say› yapan, “a” n›n tamsay› olarak alabilece¤i de¤erleri bulunuz.

8. Bir tam say›n›n 9 eksi¤inin 3 kat› ile kendisinin 5 fazlas› toplan›yor. Toplam 58
oldu¤una göre, bu tam say› kaçt›r?

9. A = { -1, 1} kümesi üzerinde tan›mlanan çarpma ifllemi, bir de¤iflmeli grup 
oluflturur mu? Neden?

10. Çift tam say›lar kümesi Ç = {..., -4, -2, 0, 2, 4, ...} veriliyor. (Ç, + ) sistemi 
de¤iflmeli grup mudur? Neden?

-2  + 6 - -3  + 5 - 8  

a + 7
a + 2

      

a.

(1 - (-4)  - 5 - 6  + -3 + 7b.

 9 - 2 2 - 3  : - 3 + 7  - -3c.

2 + 3 . 5 - 8 : 6 - 2ç.

2 - 26 : 1 + 3 - 2 + 2d.
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3. MODÜLER AR‹TMET‹K

“Saat aritmeti¤i” de diyece¤imiz bu bölümde, bildi¤imiz toplama ve çarpmadan
farkl› yeni bir toplama ve çarpma ifllemlerini görece¤iz. 

ÖRNEK 1.44

Gece saat 10 da yatan ve 9 saat uyuyan Ali, sabah saat kaçta kalkm›flt›r?

Bu problemin çözümü, 10 + 9 = 19 dur.

Saat üzerinde 19 yoktur. Saat üzerinde 10 dan itibaren 9 birim sayarsak 7 oldu¤unu
görürüz. Saat üzerindeki rakamlarla toplama ifllemi 10 + 9 = 7 olur.

Bu ve bunun gibi ifllemler, modüler aritmetik dal›n›n konusudur.

a. Tan›m

a ve b tamsay›lar› verilen bir m pozitif tamsay›s›na bölündüklerinde, ayn› kalan›
verirse “a  tam say›s›, b tam say›s›na, m modülüne göre denktir” denir.  a ≡ b (mod m)
fleklinde gösterilir.

a ≡ b (mod m) ifadesi ayn› zamanda a - b, m ile bölünür. Ya da m, a - b yi böler
fleklinde de ifade edilir.

ÖRNEK 1.45

3 = 5 . 0 + 3 33 = 5 . 6 + 3 48 = 5 . 9 + 3

3 ≡ 3 (mod 5) 33 ≡ 3 (mod 5) 48 ≡ 3 (mod 5)

Burada 3, 33 ve 48 tam say›lar›n›n, 5 ile bölünmesinden elde edilen kalanlar 3 e
eflittir. 5 e bölündü¤ünde 3 kalan›n› veren baflka tam say›lar da vard›r.

Bu durumda, 5 in kalan s›n›flar›na göre, 3, 33 ve 48 say›lar› denktir.

Örnek 1.45’de oldu¤u gibi, tam say›lar kümesinde, β = {(a, b) | a ve b nin 5 ile
bölünmesinden elde edilen kalanlar ayn›d›r.} ba¤›nt›s› ile tan›mlan›r. Bunu genellefltirirsek,
tam say›lar kümesi üzerinde her m ∈ Z+ için,  β = {(a, b ) | a - b, m ile bölünür.}
ba¤›nt›s› vard›r.

3 5

0

3 kalan

0

33 5

30

3 kalan

6

48 5

45

3 kalan

9
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Bu ba¤›nt›n›n, bir denklik ba¤›nt›s› oldu¤unu gösterelim. 

1. Her a ∈ Z için,  (a, a) ∈ β (Yans›ma)

2. Her a, b ∈ Z için,  (a, b) ∈ β ise (b, a) ∈ β (Simetri)

3. Her a, b, c ∈ Z için, (a, b) ∈ β ve  (b, c) ∈ β ise  (a, c) ∈ β dir.  (Geçiflme)

Bu özeliklere göre, β ba¤›nt›s› bir denklik ba¤›nt›s›d›r.

β denklik ba¤›nt›s›, tam say›lar kümesini denklik s›n›flar›na ay›r›r.

Bir a tam say›s› 5 e bölündü¤ünde kalan 0, 1, 2, 3, 4 say›lar›ndan biri olur. Buna
göre, tam say›lar kümesi 5 modülüne göre,                       kalanlar s›n›flar›na (denklik
s›n›flar›na) ay›r›r.

Tam say›lar kümesinde, 5 modülüne göre kalan s›n›flar›;

5 modülüne göre, kalan s›n›flar›n›n kümesi Z / 5 ile gösterilir.

0, 1, 2, 3, 4    

0  = ..., -10,  -5,  0,  5,  10, ...           

 1 = ..., -9,  -4,  1,  6,  11, ...           

 2 = ..., -8,  -3,  2,  7,  12, ...               

 3 = ..., -7,  -2,  3, 8,  13, ...             

 4 = ..., -6,  -1,  4,  9,  14, ...             

Z/ 5 = 0, 1, 2, 3, 4     olur.     

m pozitif tam say› olmak üzere, tam say›lar kümesi, m modülüne göre;

kalan s›n›flar›na (denklik s›n›flar›na) ayr›l›r.0, 1, 2, ..., m - 1   

m modülüne göre, kalan s›n›flar›n›n (denklik s›n›flar›n›n) kümesi, 

m modülüne göre, kalan s›n›flar› kümesinde a   ile b  ayn› kalan s›n›fa ait ise, 
a ≡ b (mod m) fleklinde yaz›l›r.

Z / m = 0, 1, 2, 3, ..., m - 1    dir.  


