MATEMATIK 2

h. Bir Tam Sayimnin, Dogal Say1 Kuvveti

——

@ a bir tam say1, n sifirdan farkli dogal say1 olmak iizere, a® =a.a.a ... a ifadesine,

n tane

bir tam saymin dogal say1 kuvveti denir.

n cift sayma sayisi ise (-a)? = an dir.
”“» ciit say y (-a)

n tek sayma sayisi ise (-a)? =-a? dir.

ORNEK 1.34

1. (-22=(2)(-2)(-2)(-2) =16 =2* dir.

2. (3P =(3)(-3)(-3)=-27=-3% dir.

1. Tam Sayilarda islem Yapma

Ayni veya zit isaretli tam sayilarla toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme islemlerini
ve Ozeliklerini daha 6nce gordiik.

Bir cok islemi bir arada bulunduran ifadelerde islem yaparken, oncelik sirasi
parantez icindeki ifadelerindir. Sonra sirasiyla kuvvet, carpma, bolme, toplama ve
cikarma islemleri yapilir. Buna dikkat edilmez ve parantez kullanilmazsa netice farkli
cikabilir. Simdi de bunu 6rneklerle aciklayalim.

||||» I. Bolme isleminin birlesme 0zeligi olmadigindan, a : b : c ifadesindeki islem
anlamsizdir. Tam say1 degeri bulunamaz.

ORNEK 1. 35
16 : 4 : 2 ifadesinde, (16 :4):2 seklinde olursa, 4 : 2 =2 olur.
16 : 4 : 2 ifadesinde, 16: (4 : 2) seklinde olursa, 16 :2 = 8 olur.

O halde, ifadenin sonucu ayni olmuyor. Buna gore, ardigik olarak bolme islemleri
varsa, mutlaka parantez kullanilmalidir.
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”“» II. a.b:cifadesi anlamlidir. Ciinkiia. (b:c)=(a.b): cdir.

ORNEK 1. 36
16 . 4 : 2 ifadesinde, 16.(4:2)=16.2 =32 olur.
16 . 4 : 2 ifadesinde, (16.4):2 =64 :2 =32 olur.

O halde, ifadenin sonucu ayni1 oluyor.
”“» III. a:b.c yazilist anlamsizdir. Ciinkii (a: b) .c#a: (b . c) dir.

ORNEK 1. 37
16 : 4 .2 ifadesinde, (16:4).2 =4 .2 =8 dir.
16 : 4 .2 ifadesinde, 16 : (4.2) =16 : 8 =2 dir.

O halde, ifadenin sonucu ayni olmadindan mutlaka parentez kullanilmalidir.

ORNEK 1. 38
1 [(:3).(42)] :(-5+2)=(-6):(-3)=+2

2 [(2243P. 1244 241 =[(-4 43P, 12+4]:(+2-1)

=17, 12+4]: (+1)=(-12+4):(+1)=(-8) : (+1) = -8
3(x-y)+5(y-x)+(-yP=3x-3y+5y-5x+y2=-2x + 2y +y2

ORNEK 1. 39

% ifadesini tam say1 yapan, m dogal sayilarinin toplamin1 hesaplayalim.

3Jm+8 _3m , 8 _3, 8 4
m m m m

Verilen ifadenin dogal say1 olabilmesi icin, % dogal say1 olmalidir. Bunun ig¢in,

m nin degerleri 8 in dogal say1 bolenleridir. Bunlarda, 1, 2, 4, ve 8 dir.

O halde, istenen toplam 1+ 2 + 4 + 8 = 15 olur.
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ORNEK 1. 40

Bir kirtasiyect, 5 tanesini 3000 kurustan aldig1 defterlerin, 3 tanesini 5000 kurustan
satarak 640 lira kazanmistir. Buna gore, kartasiyeci kag tane defter satmistir?

Kirtasiyeci defterleri 3 lii ve 5 1i kiimelere ayirabildigine gore, defterlerin sayisi
15 in katidir. Bu defterlerin 15 tane oldugunu diisiinelim.

15:5=3 (kiime)

3 x 3000 = 9000 kurus (Defterlerin alis fiyati)
15:=5 (kiime)

5 x 5000 = 25000 kurus (Defterlerin satis fiyatr)

25000 - 9000 = 16000 kurus (15 defterden yapilan kér)
640 lira = 64000 kurus

64000 : 16000 = 4 (Katr)

15 x 4 = 60 tane (Defterlerin sayis1)

i. Grup

@ Bir A kiimesi ile bu kiime iizerinde tanimli bir A islemi verilsin. A kiimesi
A islemiyle birlikte, asagidaki dort 6zeligi sagliyorsa (A, A) sistemine bir grup denir.

”“» I.  Akiimesi, A islemine gore kapalidir.
Hera,b& Aicin,aAb € A dir.
”“» II. Akiimesinde, A isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Hera,b,cE Aicin, aA(bAc)=(aAb)Acdir

”“» ITI. A kiimesinde, A islemine gore birim eleman vardir.

Hera€ Aicin, aAe=eAa=adr. e € Aise e birim elemandir.

”“» IV. Akiimesinde, A islemine gore, A kiimesinin her elemanin tersi vardir.

Hera€ Aigcin, aAb=bAa=e olacak sekilde bir b € A vardur.
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ORNEK 1. 41

Dogal sayilar kiimesi ile, bu kiime iizerinde tanimlanan toplama igleminin olusturdugu
(N, +) sisteminin, bir grup olup olmadigim arastiralim.

Bunun i¢in (N, +) sisteminin grup olma sartlarim saglayip saglamadigina bakmaliyiz.

I. Hera, b €& Nigin, (a + b) € N dir. Iki dogal saymn toplami yine bir dogal say1
oldugundan, dogal sayilar kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

II. Hera,b,cENicin,a+ (b+c)=(a+b)+c oldugundan, dogal sayilar kiimesinde
toplama isleminin birlesme 6zeligi vardir.

III. Herae Ni¢in, a+0 =0+ a =a oldugundan, dogal sayilar kiimesinde toplama
isleminin etkisiz elemani O (sifir) dir.

IV. Sifirdan farkli hi¢cbir dogal saymin, toplama islemine gore ters elemani yoktur. 5
sayisinin toplama islemine gore ters elemam -5 sayisidir. -5 sayis1 dogal sayi
olmadigindan, dogal sayilar kiimesinde toplama islemine gore ters eleman yoktur.

O halde, dogal sayilar kiimesi toplama islemine gore grup degildir.

ORNEK 1.42

Tam sayilar kiimesi ile lizerinde tanimh toplama islemi, istenilen ozelikleri sagladigindan
grup olusturur. (Z, + ) sistemi bir gruptur.

@ Tam sayilar kiimesinde toplama isleminin, degisme 0zeligi de vardir. Degisme
0zeligi olan gruplara degismeli grup denir. O halde, (Z, + ) sistemi degismeli bir gruptur.

ORNEK 1. 43

Tam sayilar kiimesi ¢carpma islemine gore (Z, . ) sisteminin bir grup olup olmadigim
aragtiralim.

I. Hera,beZigin, (a.b) €Z oldugundan, tam sayilar kiimesi carpma iglemine
gore kapaldir.

II. Hera,b,cEZ igin, a. (b.c)=(a.b).c oldugundan, tam sayilar kiimesinde
carpma islemin birlesme 6zeligi vardir.

III. Hera€eZigin, a.1=1.a=a oldugundan, tam sayilar kiimesinde carpma igleminin
etkisiz elemani 1 dir.

IV. Bazi tam sayilarin ¢carpma islemine gore ters elemani yoktur.

O halde, tam sayilar kiimesi carpma iglemine gore grup degildir. (Z, . ) sistemi grup
degildir.




2 OZET

- Dogal sayilar1 da kapsayacak sekilde, ¢cikarma islemine gore kapali olan, toplama
islemine gore, her elemanin tersi bulunan, daha genis bir kiime tanimlandiginda, bu
kiimeye tam sayilar kiimesi denir. Z ile gosterilir.

Z-=1{..,-3,-2,-1} kiimesine, negatif tam sayilar kiimesi,

Z+=1{1,2,3, ...} kiimesine, pozitif tam sayilar kiimesi denir.

Buna gore, Z=72"U {0} U Z+* ={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...} dir.

- Aym isaretli iki tam saymin toplamini bulurken, sayilar toplanir. Bu saymin isareti,
toplamin isareti olur. Zit isaretli iki tam say1 toplanirken, say1 degeri biiyiik
olandan kiigiik olan ¢ikarilir. Toplama biiyiik olanin isareti verilir.

- a, b € Z olmak iizere, a + (-b) toplamina a ile b tam sayilarinin farki denir. Bu
fark, a- b biciminde gosterilir. Iki saymin farkin1 bulma islemine de ¢ikarma
islemi denir.

- Iki tam saymn carpimi yapilirken, sayilarin isaretine bakilmaksizin garpilir.
Carpanlar ayni isaretli ise carpimun isareti pozitif (+) olarak alinir. Carpanlar zit
isaretli ise carpimin isareti negatif (- ) olarak alinir.

- Iki tam saymin boliimii yapilirken, sayilarim isaretine bakilmaksizin bélme islemi
yapilir. Bolme igleminde ayni isaretli iki tam sayinin boliimii pozitif, ters isaretli iki
tam sayinin boliimii negatif isaretlidir.

- Kalanl bir bolme isleminde a tam sayisi, b tam sayisina boliindiigiinde boliim ¢
tam sayisi, kalan ise negatif olmayan bir k tam sayisidir. Bolme esitligi ise
a=b.c+k dm

- a tam sayisitmin mutlak degeri | a | ile gosterilir. a pozitif tam say1 ise
lal=a dir. a=0iselal=101=0dwr. anegatif tamsayiiselal=-adir

- Tam sayilar kiimesinin elemanlarindan, 2 nin kati olanlarin olusturdugu kiimeye,
cift tam sayilar kiimesi denir. Tam sayilar kiimesinde 2 nin kati olmayan elemanlarin
olusturdugu kiimeye, tek tam sayilar kiimesi denir.
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a bir tam say1, n sifirdan farkli dogal say1 olmak iizere, a® =a.a. a ... a ifadesine,

——

n tane

bir tam saymin, dogal say1 kuvveti denir.

- Bir c¢ok islemi bir arada bulunduran ifadelerde islem yaparken, oncelik sirasi
parantez icindeki ifadelerindir. Sonra sirasiyla kuvvet, carpma, bolme, toplama ve
cikarma islemleri yapilir.
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki islemleri yapimz.
a. (2)+6-(-3)+5-8
b (1 - ()][-(5-6)+(-3+7)
¢ [9-2(2-3):[-(3+7)-(-3)
¢ 2+3.[5-8:(6-2)
d. 2-26:[1+3-(2+2)

2. 41a2 sayisi 3 ile tam olarak boliinebildigine gore, sayinin onlar basamagindaki “a”
yerine yazilabilecek rakamlarin toplami kagtir?

3. Birbirinden farkli ii¢ basamakli dort tam saymin toplami 3500 diir. Bunlardan en
kiiciigii en az kag olabilir?

4. Bir atam sayisinin 41 ile boliimiinde boliim 40 kalan 38 oluyor. Bu saymin 8 ile
boliimiinden kalan kagtir?

5. Bir manav karpuzlarin tanesini 1500 kurustan satarsa 20000 kurus zarar, tanesini
2000 kurugtan satarsa 20000 kurug kar ediyor. Buna gore, manavin kag¢ karpuzu
vardir?

6. aveb pozitif tam sayilardir. a + 2b = 15 esitliginde “a” nin alabilecegi, en kiigiik
ve en biiyiik degerleri kactir?

[P 2)

ifadesini tam say1 yapan, “a” nin tamsay1 olarak alabilecegi degerleri bulunuz.

7 a+7
) +

8. Bir tam saymin 9 eksiginin 3 kati ile kendisinin 5 fazlasi toplaniyor. Toplam 58
olduguna gore, bu tam say1 kactir?

9. A ={ -1, 1} kiimesi iizerinde tanimlanan c¢arpma islemi, bir degismeli grup
olusturur mu? Neden?

10. Cift tam sayilar kiimesi C = {..., -4, -2, 0, 2, 4, ...} veriliyor. (C, + ) sistemi
degismeli grup mudur? Neden?
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3. MODULER ARITMETIK

N9

“Saat aritmetigi” de diyecegimiz bu boliimde, bildigimiz toplama ve ¢arpmadan
farkl1 yeni bir toplama ve carpma iglemlerini gorecegiz.

ORNEK 1.44
Gece saat 10 da yatan ve 9 saat uyuyan Ali, sabah saat kacta kalkmistir?
Bu problemin ¢oziimii, 10 + 9 =19 dur.

Saat lizerinde 19 yoktur. Saat lizerinde 10 dan itibaren 9 birim sayarsak 7 oldugunu
goriiriiz. Saat iizerindeki rakamlarla toplama islemi 10 + 9 = 7 olur.

Bu ve bunun gibi iglemler, modiiler aritmetik dalmin konusudur.

a. Tanim
@ a ve b tamsayilar1 verilen bir m pozitif tamsayisina boliindiiklerinde, ayn1 kalani
verirse “a tam sayisi, b tam sayisina, m modiiliine gore denktir” denir. a = b (mod m)

seklinde gosterilir.

a = b (mod m) ifadesi ayn1 zamanda a - b, m ile boliiniir. Ya da m, a - b yi boler
seklinde de ifade edilir.

ORNEK 1.45
3 5 33 5 48 5
_0 0 300 e I R
3 kalan m m
3=5.0+3 33=5.6+3 48=5.9+3
3=3(mod5) 33 =3 (mod 5) 48 = 3 (mod 5)

Burada 3, 33 ve 48 tam sayilarinin, 5 ile boliinmesinden elde edilen kalanlar 3 e
esittir. 5 e boliindiigiinde 3 kalanin1 veren bagka tam sayilar da vardir.

Bu durumda, 5 in kalan siniflaria gore, 3, 33 ve 48 sayilar1 denktir.

Ornek 1.45°de oldugu gibi, tam sayilar kiimesinde, p = {(a, b) | a ve b nin 5 ile
boliinmesinden elde edilen kalanlar aymdir.} bagntist ile tanimlanir. Bunu genellestirirsek,
tam sayilar kiimesi iizerinde her m € Z* i¢in, B = {(a, b) | a - b, m ile boliiniir.}
bagintist vardir.
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Bu bagintinin, bir denklik bagintist oldugunu gosterelim.
Her a € Z i¢in, (a, a) € § (Yansima)
2. Hera,b& Zigin, (a,b) € B ise (b, a) € (Simetri)
Her a, b,c €Z i¢in, (a, b) EB ve (b,c) EPise (a,c) € P dir. (Gecisme)

”“» Bu o6zeliklere gore, § bagintisi bir denklik bagintisidir.

B denklik bagintisi, tam sayilar kiimesini denklik siniflarina ayirir.

Bir a tam sayis1 5 e boliindiigiinde kalan 0, 1, 2, 3, 4 sayilarindan biri olur. Buna

gore, tam sayilar kiimesi 5 modiiliine goére, 0,1,2,3,4 kalanlar siniflarina (denklik
smiflarina) ayirir.

Tam sayilar kiimesinde, 5 modiiliine gore kalan siiflari;

0 ={...,-10, -5, 0, 5, 10, ...)

m pozitif tam say1 olmak iizere, tam sayilar kiimesi, m modiiliine gore;

0,1,2, .., (m - 1) kalan siniflarina (denklik siniflarma) ayrilir.

m modiiliine gore, kalan siniflarinin (denklik siiflarinin) kiimesi,

Z/m= {6, T, 5, §, . (m - 1)} dir.

m modiiliine gore, kalan smiflar1 kiimesinde a ile b aym kalan siifa ait ise,
a = b (mod m) seklinde yazilir.




