MATEMATIK 2

Ll

Buna gore, asagidaki aciklamalar1 yapabiliriz.

a= b (mod m)ise a ve b ayni kalan simifina aittir.

a= b (mod m) ise aile b nin farki, m ile tam bdoliiniir.

a= k(mod m) ve 0 <k <m ise anin, m ile boliinmesinden kalan k dur.

a= 0 (mod m) ise a sayis1t m ile tam boliiniir.

ORNEK 1.46

Tam sayilar kiimesinin 3, 4 ve 6 ile boliinmesinden elde edilen kalan siniflarinin

kiimesini ayr1 ayr1 yazalim.

Z/3={0,1,2} dir.
Z/4={0,1,2,3) tir.

ORNEK 1.47

Tam sayilarda 2 ile boliindiigiinde, elde edilen kalan smiflarini ve Z / 2 kiimesini

yazalim.

3.

Kalan siniflari:

0={..-4,-2,0,2,4,..) ve 1={.,-3,-1,1,3,..) dir.
Z/2={5, T} olur.

b. Tam Sayilar Kiimesinde Modiile Gére, Kalan Siiflarin Ozelikleri

Kalan siniflar tam sayilar kiimesinin, ikiser ikiser ayrik alt kiimeleridir.

6, T, 5, - (m - 1) kiimeleri m modiiliine gore, kalan siiflar olsun.

Kalan siniflarinin birlesimi, tam sayilar kiimesini verir.

oNt=g,.,1N2=,...(m-2)N(m-1)= dir.

Kalan siniflarinin hicbiri, bog kiime degildir.

OUlU2U.., Um-1) = Z dir.
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c. Teoremler

Hera,b,c,d,x€Z ve m,n€Z*, m>1 icin;
a=b (mod m) ve c=d (modm) ise,
atc=bzxd(modm)

a.c=b.d (modm)

axx=b+x x (modm)

a.x=b.x (modm)

at = b (mod m)

Bu teoremleri ispat etmeden, drneklerle dogrulugunu gosterelim.

ORNEK 1.48
54 =2 (mod 4) ve 69 = 1 (mod 4) ise taraf tarafa toplarsak,
(54+69)= (2+ 1) (mod4)

123 = 3 (mod 4) olur.

ORNEK 1.49
29 =1 (mod 7) ve 33 = 5 (mod 7) ise taraf tarafa carparsak,
(29.33) = (1.5) (mod 7)

957 = 5 (mod 7) olur.

ORNEK 1.50
524 sayisini, 7 ile boliinmesinden elde edilen kalani1 bulalim.
52 =4 (mod 7) )

Taraf tarafa toplarsak
54 = 2 (mod 7)

52.54= 4.2 (mod7)
56 = 1 (mod 7)

(5% = 1* (mod 7)
5% =1 (mod 7)

Buna gore, 524 sayisimin 7 ile boliinmesinden kalan 1 dir.
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¢. Kalan Siiflar Kiimesinde Toplama ve Carpma Islemleri

m, pozitif tam say1 olmak iizere, m modiiliine gore, kalan siniflarinin kiimesi;

Z/m={6, T, 5, §, ...,(m— 1)} dir.

”“» Kalan siniflar1 kiimesinde, toplama iglemi @ sembolii ile, carpma iglemi © sembolii
ile gosterilir.
a, bEZ/m olduguna gore,
”“» 1. Toplamaislemi: a®@b=a+b dir.

2. Carpmaislemi: a®b=a.b dir.

ORNEK 151
7./ 5 kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri yaparsak, Z /5 = { 0,1,2,3, 4} dir.

Kalanlar smifi kiimesindeki, 2 ve 4 sayilart icin,
1. Toplamaislemi: 2@®4=6 =1 olur.
2. Carpmaiglemi: 2®4=2.

ORNEK 1.52
7./ 7 kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri yaparsak,

Z/7= { 6, T, 5, g, Z, §, 6 } dir. Buna gore, bazi sayilar i¢in,




MATEMATIK 2

d. Kalan Simflar Kiimesinde Toplama ve Carpma Isleminin Ozelikleri

a, b, ¢ € Z /m olmak iizere, ® ve @ islemleri i¢in asagidaki 6zelikler vardir.

5

Kapalilik 6zeligi vardir.
a®b=a +b EZ/m
a®b=a.bE€Z/m

I 2. Degisme ozeligi vardr.
a®b=b®a
a®@b=b®a

I 3. Birlesme ozeligi vardr.
ad(b@c) =(ad@b)®c
a®(b®c)=(a@b)®c

||||» 4., Birim (etkisiz) eleman1 vardir.
0®X=x®0=x
10x=x® 1=Xx

”“» 5. Toplama isleminin ters eleman1 vardir.
X®(X)=(X)®x=0 (Xin tersi -x dir.)
Bu o6zelliklerden yararlanarak, (Z / m, ®) sistemi degismeli bir gruptur.

”“» 6. © isleminin @ islemi ilizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.
a @boc)=@@b@@ec)
@®b)ec=E0d@bo®d)
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ORNEK 1.53

yaparak, elemanlarinin terslerini bulalim.

@| o] 1] 2| 3] 4 ® o] 1| 2| 3] 4
olofl1|2]|3]4 0jojJojojofoO
1l1]2]3]4]0 1[{0|1[2]3]4
202134 0]1 210[2] 4|13
31340 1] 2 3[0[3]1]4]2
4lalol1]|2]3 4104|321

Tablodan da goriildiigii gibi,

@ islemine gore,

0 tersi 6; 1 in tersi 4 ; 2 in tersi 3 ; 3 {in tersi 2 ; 4 in tersi 1 dir.
® islemine gore,

1 intersi 1 ; 2 in tersi 3 ; 3 {in tersi 2 ; 4 in tersi 4 diir.

Sifirin ¢arpma islemine gore tersi yoktur.

ORNEK 1.54

Yukaridaki Ornek 1.53 de ¢izdigimiz Z / 5 kalan smiflar1 kiimesinde, toplama ve
carpma tablosundan faydalanarak, 2 ® (4 @ 4) ifadesinin sonucunu bulalim.

7./ 5 kalan smiflar kiimesinde toplama ve ¢arpma tablolarina gore,

5@(Z®Z)= 2@ 3= T olur.
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e. Cesitli Ornekler

ORNEK 1.55

376 1n 5 ile boliimiinden elde edilecek kalanin kag¢ oldugunu bulalim.
3 =3 (mod>5)

32 =4 (mod 5)

34 =1 (mod 5)

(34)"°= 1'° (mod 5)
376 = 1 (mod 5)

O halde, 376 1n 5 ile boliimiinde kalan 1 olur.

ORNEK 1.56

7124 1n birler basagindaki rakami bulalim.
7 =7 (mod 10)

72 = 9 (mod 10)

74 =1 (mod 10)

(74P = 13! (mod 10)
7124 = 1 (mod 10)

Ayn1 modiillii iki denklik taraf tarafa carpilabileceginden,
7124 = 1 (mod 10)

x 7%= 9 (mod 10)
7126 = 9 (mod 10)

O halde, 7126 1n birler basamagindaki rakami 9 olur.
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ORNEK 1.57

Z/3te 2@®X)®1=0 denkleminin ¢0zlim kiimesini bulalim.
RQOX)®I®2=0®2((Z/3telin toplama iglemine gore ters elemani 2 dir.)
20x®0=2 (Z/3te1®2=0 olur)

20x=2 (Z/3te0 toplama igleminin etkisiz elemanidir.)

20@2®Xx=2®2 (Z/3 te2nin ¢arpma islemine gore ters elemani 2 dir.)
1®@x=1

x=1

O halde, denklemin ¢oziim kiimesi C = {1} dir.

ORNEK 1.58

m  bir dogal say1 olduguna gore, 132m +1 sayisinin 5 ile boliimiindeki kalam bulalim.

13 =3 (mod 5)

132 =4 (mod 5)

134 =1 (mod 5)
(134F™= 12 (mod 5)
133m = 1 (mod 5)

13 =3 (mod 5)

138m+1 =3 (mod 5)

O halde, 133 m+! gayisinin 5 ile boliimiinde kalan 3 olur.
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ORNEK 1.59

Z |/ 6 da karekokii olan sayilart bulalim.

bir b € Z / 6 sayis1 bulunuyorsa, b=va olur.

0ic¢in, 000=0  ise 10=0 dr.
1igin, 1®@1=1 ise V1=T dir.
2icin, 2@2=4 ise V4 =2 dir
3 igin, 3.3=3 ise 13 =3 tir
4icin, 4@4=4 ise 14 =4 dir
5igin, 5@5=1 ise V1=5 dir
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8 OZET

- ave b tam sayilar verilen bir m pozitif tam sayisina boliindiiklerinde, ayn1 kalan
verirse a tam sayisi, b tam sayisina, m modiiliine gore denktir. a = b (mod m)
seklinde gosterilir. Biz bunu, B = {(a, b) | a - b, m ile boliiniir} bagintisi ile de
gosterebiliriz. Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. § denklik bagintisi, tam sayilar
kiimesini denklik smiflarina ayirir. m modiiliine gore, denklik siniflarinin kiimesi
Z [/ m ile gosterilir.

- Tam sayilar kiimesinde modiile gore, kalan simiflarin 6zelikleri:
Kalan smiflarin tam sayilar kiimesinin, ikiser ikiser ayrik alt kiimeleridir.
2. Kalan smiflarin birlesimi tam sayilar kiimesini verir.

3, Kalan simflarmin hicbiri bos kiime degildir.

- Modiiler aritmetige ait asagidaki teoremler vardir.
Hera,b,c,d,xEZvem,n € Z*, m> 1 icin;

a=b (mod m) ve c=d (modm) ise;

a+x c=b=xd(modm)
a. c=b.d(modm)
at x=bzx (modm)

a. x=b.x (mod m)

A

a" = b" (mod m)

- Kalan smiflar kiimesinde toplama ve carpma islemleri i¢in, m pozitif tamsay1
olmak iizere, m modiiliine gore, kalan smiflarinin kiimesi

Z/m= {6, T, 5, §, e (m - 1)} dir.

Kalan siniflar1 kiimesinde, toplama iglemleri ® sembolii ile, carpma islemleri ®
sembolii ile gosterilir.

1. Toplama islemi: a®@b=a+b dir.

2. Carpma iglemi: a® b=a.b dir




