MATEMATIK 2

AU

Kalan smiflar kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemleri ile teoremlerden faydalanarak,
islemlerimizi yapabiliriz.
Kalan smiflar kiimesinde, toplama ve carpma islemlerinde, a, b,c €Z/m olmak

iizere, ® ve @ islemleri i¢in asagidaki 6zelikler vardir.

Kapalik 6zeligi vardir.

Degisme 6zeligi vardir.

Birlesme 6zeligi vardir.

Birim (etkisiz) elemani vardir.
Toplama igleminin ters elemani vardir.

® isleminin @ islemi iizerinde sagdan ve soldan dagilma o6zeligi vardir.

Bu 6zeliklerden yararlanarak, (Z / m, @ ) sistemi degismeli bir gruptur diyebiliriz.

(Z / m, ® ) sistemi ise bir grup degildir. Ciinkii baz1 tam sayilarin ¢arpma islemine
gore ters eleman1 yoktur.
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10.

ALISTIRMALAR

533 {in 7 ye boliimiinden, elde edilecek kalan1 bulunuz.

3443 (k € N) sayisinin, 5 ile boliinmesinden elde edilen kalani bulunuz.

221, 513+ 33212 sayisimin, 7 ile boliinmesinden elde edilen kalan kagtir?
17 = 13 (mod 5) ifadesi dogru mudur? Neden?
(217)% sayisinin birler basamagindaki rakam kagtir?

Z/3= { 0,1, 5} kiimesinde, toplama ve ¢arpma islemlerinin tablolarini yapiniz.

Bu tablodan faydalanarak, 7/ 3 de;
a. Toplama islemine gore, 0, 1,2 elemanlarinin tersini yazimz.
2

b. Carpma islemine gére, 1 ve 2 elemanlarinin tersini yaziniz.

Z [/ 4 iin toplama ve carpma tablolarini yapiniz. Bu tablolardan faydalanarak
asagidaki denklemlerin ¢oziim kiimelerini bulunuz.

a x@®3=1
b. 20 x=0
. 30 x®1=0

Z/6da, 3@ x=3 denkleminin ¢oziim kiimesi ka¢ elemanlidir?

f (2) ifadesi hangi denklik smifina esittir?

x =5 (mod7) denklemini saglayan en biiyiik negatif tam say1 ile, en kiiciik pozitif
tam sayinin toplami kagtir?
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RASYONEL SAYILAR

Tam sayilar kiimesi bolme iglemine gore kapali degildir. Bu nedenle 4 .x =35
denkleminin ¢oziim kiimesini tam sayilarda bulamayiz. B u tiir denklemleri ¢c6zmek
i¢in, yeni bir kiimeye ihtiya¢ vardir. Aradigimiz kiime, tam sayilar kiimesini de i¢ine
alan ve tam sayilar kiimesinden daha genis olan bir kiime olmalidir. Bu kiime rasyonel
sayilar kiimesidir.

a. Tanim

p ve q birer tam say1 ve q # 0 olmak iizere, % seklindeki sayilara, rasyonel sayilar
denir.

Rasyonel sayilardan olusan kiimeye, rasyonel sayilar kiimesi denir. Q ile gosterilir.

Q={% |p.q€Zveq¢O}dlr.

g kesrinde, p ye pay, q ya da payda denir.

p< qise g kesrine basit kesir ; p = q ise kesrine, bilesik kesir denir.

DO O Q

Nallso)

q =1 olmasi halinde, % =pEZ tam sayiolur.

ORNEK 1.60

L3 .5 2 4ibi sayilar birer rasyonel sayidir.
377577705 BN yOne sy

% rasyonel sayinin pay1 7, paydasi 9 dur.

b. Rasyonel Sayilarin Esitligi
@ %E Q ve SLE Q olmak iizere, p.s=q.r ise bu iki rasyonel say1 birbirine

r

esittir denir. Bu esitlik, =g biciminde yazilir.

Nyt

O halde,

YLt

=SL ise p.s=q.r dir
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ORNEK 1.61
%: 14—2 ise 2.12=6.4; 24 =24 oldugundan, rasyonel sayilar esittir.
%ile S rasyonel sayilariicin, 1 . 8 #3.5; 8#15 oldugundan,% ;t% olur.

Kesirler arasinda esitlik bagintisi, kesirler kiimesinde bir denklik bagintisidir. Buna

gore, asagidaki ozelikleri saglar.

1.

% = % (Yansima 06zeligi)
P_1r jer=-P (Simetri dzeligi)
q s S q

Bir kesrin pay ve paydasi, aynt sayma sayisi ile carpilirsa kesir genisletilmis,

boliiniirse sadelestirilmis olur. Genisletme ve sadelestirme iglemlerinin her ikisinde de

kesrin degeri degismez. Bir tek g kesrinin genisletme ya da sadelestirme ile elde

edilebilen biitiin denk kesirlerin kiimesi, bir tek biiyiikliigii ifade eder.

1.

c. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Toplama Islemi
Paydalar esit olan iki rasyonel say1 toplanirken, paylarin toplami pay, payda da
payda olarak yazilir.

P I =Q olmak iizere toplama iglemi, © + =P*T

= diir.
q 4 q (q q

Paydalar esit olmayan rasyonel sayilarda ortak payda, paydalarin e.k.o.k dur. Buna
gore, paydalar1 esit olmayan rasyonel sayilar1 toplayabilmek i¢in, 6nce paydalari
esitlenir. Sonra paylar toplanarak toplama pay, payda da payda olarak yazilir.

ORNEK 1.62
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Toplama Isleminin Ozelikleri

| |||» 1. Kapalilik 6zeligi vardir.

P r ici P r
Her q,SEQ i¢in, (q+S)EQ dur.

| |||» 2. Degisme 6zeligi vardir.

Her P IeQ icin, Pyr—r 4P gy
q s q s s 4

||||» 3. Birlesme 6zeligi vardir.
Her P, Mmeqicin, P + (L +m)=(\B +L) +I dir,
q’s’n q s n q s

| |||» 4. Birim elemani vardir.

Birim elemani, e = % =0 dir.

[(D0erle0a_propy,
Her %EQ i¢in, q-
\ 0 +B=0.q+p 1 =p+0 ~P i
1 g q.l1 q q

||||» 5. Her elemanin bir tersi vardir.

P huntersi-2 dur. -Pe Q olur.
q q q

O halde, rasyonel sayilar kiimesi, toplama islemiyle birlikte bir degismeli gruptur.
Bu grup (Q, +) seklinde gosterilir.

Siz de, bazi rasyonel sayilar kullanarak, rasyonel sayilar kiimesinde, toplama
isleminin 6zeliklerinin dogrulugunu gosteriniz.




o
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¢. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Carpma Iglemi

Iki rasyonel sayinin ¢carpma isleminde, paylar carpilip pay ve paydalar da carpilip

payda olarak yazilir.
Her B,LEQ icin, Por_P-T o
q’s q's q.s
ORNEK 1.63
2 3_2.3_6

54 5.4 20

Carpma Isleminin Ozelikleri

Kapalilik 6zeligi vardir.

P r vin Por
Her q’s € Q icin, q's "

Degisme 0Ozeligi vardir.

Her B,L €Q igin, Pr_r Py
q-'s q s s q

Birlesme 0zeligi vardir.

Pr m vin Pr m)_(P r| m
Her q’s’nEQ i¢in, q'(s n)_(q s‘) 0 dir
Birim eleman1 vardir.
a l_a.l_a g
q pEQ o b1l b.1 b
cr q 1(}11’1, \\ l.gzl,a =& dir.
1 b 1.b b

Her elemanin tersi vardir

Her g € Q nun g # 0 olmak sartiyla, carpma islemine gore, bir tersi vardir.

dir.

YLt

nun tersi,

< e

€ Q dur.

O halde, her

Qo oo

€Q icin, % +0 ise (g)'1 =% dir.
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”“» 6. Carpma isleminin toplama iglemi iizerine, sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.

Pr m o
Her s’ n € Q icin,

B_(L+m)= P r,
q nt-q s

Nlk!
=B

_ I

s -

Nl
+
=]

P
q

d. Rasyonel Sayilar Kiimesinde Cikarma Islemi

Toplama isleminin 6zeliklerine gore, her bir rasyonel sayinin tersinin, o saymin
ters isaretlisi oldugunu gordiik. Buna gore,

P ile I' nin tersinin toplami1 Py (— L) =P g
s q s s

q q

Bu da, % den ;— nin c¢ikarilmasidir.

Toplama isleminde oldugu gibi, rasyonel sayilar kiimesinde cikarma islemleri
paydalari esit olan ve olmayan rasyonel sayilarla yapilir.

ORNEK 1.64
1. 3.4_34_-1
5 5 5 5

1 -4.5 13_20_3 _17

S
6 8 24 24 24 24 24
@ @

Cikarma Isleminin Ozelikleri

Kapalilik 6zeligi vardir.

5

B L o .
Her q’ s € Q icin,

YLt

—g—EQ dur.

Degisme 6zeligi yoktur.
Birlesme 0zeligi yoktur.

Birim eleman1 yoktur.

DA

Her elemanin tersi yoktur.

Sizde, rasyonel sayilar kiimesindeki sayilarla ¢ikarma islemleri yapiniz. Cikarma
isleminin ozeliklerini dogrulayiniz.
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e. Rasyonel Sayilar Kiimesinde B6lme Islemi

@ % # 0 olmak iizere, her % € Q i¢in carpma islemine gore, ters elamanin

P

oldugunu gordiik. Her q SLE Q igin, p

-1 q . r : ceqes ..
=1 nin - ile boliimii, qnun

P

oo

Qg

(SL)l ile ¢arpimudir.

O halde,

YLt

:;—=% .(L)'1=%. % = €Q olur

seklinde gosterilir.
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Bélme Isleminin Ozelikleri

”“» 1. Kapalilik 6zeligi vardir.

P r icin. P. 1
Her q’s € Q icin, qs €Q dur.
Degisme 6zeligi yoktur.

Birlesme 6zeligi yoktur.

Birim elemani yoktur.

AT

Her elemanin tersi yoktur.

(‘ Siz de, rasyonel sayilar kiimesindeki sayilarla bolme islemleri yapiniz. Bélme
isleminin 6zeliklerini dogrulayiniz.
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f. Rasyonel Sayilarda Siralama

Rasyonel sayilar, tam sayilarin sifirdan farkli tam sayilara boliinmesiyle elde
edilen sayilardir. Bu bakimdan, rasyonel sayilarda siralama ozelikleri ile, tam sayilardaki
siralama Ozelikleri birbirine uyar.

Once pozitif ve negatif rasyonel sayilari tantyalim

% € Q olsun. p,q€&€Z oldugundan, p.q & Z dir. Buna gore,

p-q>0ise,

=
YLt

> 0 dir. (%pozitif rasyonel sayldlr.)

P

2. p.q<0 ise % <0 dir. (q negatif rasyonel sayldlr.)

3. p=0 ise %=o dur.

O halde, pay1 ve paydas1 ayni isaretli olan rasyonel sayilar pozitif, degisik isaretli
olan rasyonel sayilar da, negatif birer sayidir. Sifir sayisi, biitiin negatif sayilardan
biiyiik, biitiin pozitif sayilardan kiiciiktir.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesi Q*, negatif rasyonel sayilar kiimesi Q- ise

Q=0Q U {0}U Q* olur.
ORNEK 1. 66

1. 5.6=30>0 oldugundan, % >0 yadag > 0 dir.

2. (-3) (-7) =21 > 0 oldugundan, % >0 yada % > 0 dir.

3. (-2) (9) = -18 < 0 oldugundan, -% <0yada- % <0 dr.

4. 0.4 =0 oldugundan, g =0 dir. = ise Belirsizdir.

O



