Periyodik Coziimler

F(z,y) ve G(x,y) fonksiyonlar1 faz diizleminde siirekli ve birinci basamaktan
siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak iizere
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otonom sistemini gozoniine alalim. Simdiye kadar yapilan incelemeler, belli
kritik nokta tiirlerinin komgulugundaki bilgi diginda (1) sisteminin yollar
hakkinda ¢ok fazla bilgi icermemektedir. Bununla beraber bir ¢ok problemde
yollarin yerel 6zellikleri yerine global ozellikleri ile ilgilenilmektedir.

Global teorinin temel problemi, (1) sisteminin kapal yollara sahip olup ol-
madigimin saptanmasidir. Bu problem (1) sisteminin periyodik ¢oziimlere
sahip olmasi ile yakin ilgisi bulunmasi bakimindan ¢ok ¢nemlidir.

Tanim 1. (1) sisteminin (z(t), y(t)) ¢oziimii agagidaki sartlar1 saglarsa, bu
¢oziime periyodiktir denir:

(a) Her iki fonksiyon her ¢ igin tanimhdir,

(b) Her iki fonksiyon sabit degildir,

(c) Her t icin z(t + 1) = x(t) ve y(t + 1) = y(t) olacak sekilde bir " > 0
sayis1 vardir.

Uyar: 1. Acik olarak (1) sisteminin her bir periyodik ¢tziimii, herhangi bir
to icin t, tg dan to+ 71 ye artarken bir kez ¢izilen bir kapali yol tanimlar. Ter-
sine olarak, C': [x(t),y(¢)] (1) in bir kapali yolu ise, bu durumda (z(t), y(t))
nin bir periyodik ¢oziim oldugu anlagilir. Buna gore (1) sisteminin periy-
odik coziimlerinin arastirilmasi, kapali yollarin arastirilmasina indirgeniyor
demektir.

Uyar1 2. Onceki béliimlerden biliniyor ki iki boyutlu sabit katsayili bir li-
neer homogen sistemin kapali yollara sahip olmasi, karakteristik denklemin
koklerinin sirf sanal olmasi ile esdegerdir ve bu durumda her yol kapalidir.
Boylece bir lineer sistem igin ya her yol kapalidir ya da hi¢ bir yol kapali
degildir. Diger yandan lineer olmayan bir sistemde bu durum gecerli olmaya-

bilir.



Teorem 1. (1) sisteminin bir kapali yolu zorunlu olarak bu sistemin en az
bir kritik noktasini kapsar.

Bu sonug negatif bir kriter vermesi bakimindan énemlidir. Verilen bir bolgede
kritik noktalar1 bulunmayan bir sistem, o bolgede kapali yola sahip olamaz.

Asagidaki teorem de bagka bir negatif kriter verir.
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Teorem 2. — + —, faz diizleminin belli bir € bolgesinde daima pozitif
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ya da daima negatif ise, bu durumda (1) sistemi o bolgede kapal bir yola
sahip olamaz.

Teorem 3. R faz diizleminde sinirh bir bolge olsun ve R nin (1) sisteminin
herhangi bir kritik noktasim kapsamadigim varsayalim. C' : [z(¢),y(¢)], (1)
sisteminin herhangi bir ¢ icin R de bulunan ve her ¢t > ¢4 i¢in R nin iginde
kalan bir yolu ise, bu durumda C' kapali bir yoldur veya ¢ — oo i¢in bir kapal
yola dogru sarmal bigimde déner. Boylece her iki durumda da (1) sistemi R
de bir kapali yola sahiptir.
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sistemine egdegerdir ve bilinmektedr ki (3) sisteminin bir kapal yolu (2)
denkleminin bir periyodik ¢oziimiine karsilik gelir.

Teorem 4. f(x) ve g(x) fonksiyonlar: agagidaki kogullar1 saglasin:
(7) Her x i¢in her iki fonksiyon siirekli ve siirekli tiirevlere sahiptir.
(i1) > 0 igin g(x) > 0 olacak sekilde g(z) tek ve f(x) ¢ift fonksiyondur.

(1ii) F(z) = / f(s)ds tek fonksiyonu, x = a da bir pozitif sifira sahiptir,
0

0 < z < a icin negatif z > a icin pozitif ve azalmayandir, x — oo igin
F(z) — 0.



Bu durumda (2) denklemi faz diizleminde orijini ¢evreleyen bir tek kapali yola
sahiptir ve ¢ — o0 i¢in diger her yol ile bu yola sarmal bi¢imde yaklasilir.

Ornek 1. u bir pozitif sabit olmak tizere
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Van der Pol denklemini ele alalim. Agik olarak (4) denklemi
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sistemine egdegerdir. Kolaylikla goriilebilir ki f(z) = u(z? — 1) ve g(x) = x
fonksiyonlar1 Teorem 4 {in hipotezlerini gergekler. O halde (4) denklemi faz
diizleminde orijini ¢evreleyen bir tek kapali yola sahiptir ve ¢ — oo igin diger
her yol ile bu yola sarmal bigimde yaklagilir.



