BELIiRSiZ INTEGRALLER

Tanim f bir [ aralig: iizerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Eger her z € [ igin

bagintisini saglayan bir F' fonksiyonu varsa bu F' fonksiyonuna f fonksiyonunun bir

antitiirevi denir.

Ornek 1. f(x) = 322 fonksiyonunun bazi antitiirevleri: F(z) = 2° + 4,

G(x) = 2% — /5 ve H(z) = 2% — 7 dir.

Teorem [ aralig: iizerinde F'(z) = f(x) ise, I {izerinde f fonksiyonunun her bir G

antitiirevi, ¢ bir sabit olmak tizere

seklinde ifade edilir.

Tanmim f fonksiyonu [ aralig: iizerinde tiirevlenebilir olsun. f fonksiyonunun tiim

antitiirevlerinin siifina f fonksiyonunun x degiskenine gore belirsiz integrali denir

[ s@ys

ile gosterilir. [ semboliine integral isareti, f(z) ifadesine integrant, = degiskenine

ve

ise integrasyon degiskeni adi verilir.

Bu tanima gore f fonksiyonunun [ araligi {izerinde bir antitiirevi F’ ise,

olacaktir.



Ozellik Her a, b reel sayisi icin

/ laf(z) + bg(x)] do — a/f(x)dx + b/g(z)dm

esitligi gerceklenir.

Iyi bilinen baz tiirev formiilleri yardimiyla asagidaki integral formiilleri kolaylikla

elde edilir:
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Ornek2. Asagidaki integralleri hesaplaymiz.
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Integral Alma Yéntemleri

Dogrudan sonucu elde edilemeyen integralleri hesaplayabilmek i¢in cesitli yontemler

kullanmilmaktadar.



1. Degisken Degistirme Yontemi

u siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon olmak iizere x = u(t) doniigiimii yapildiginda

dx = u/(t)dt olacagindan

[ 1wz = [ £ wte) e

integrali elde edilir.

Ornek 3. Asgagidaki integralleri hesaplayimiz.

Inx)? 1
a) / (Inz) dx integralini hesaplamak i¢in v = Inxz secilirse du = —dx bulunur.
x
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esitligi elde edilir. Sag taraftaki integral kolaylikla hesaplanarak
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Boylece

bulunur.
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b) / Mdl‘ integralinde v = (1 + /) segilirse du = —xdx bulunur. Bu

Nz 2

degerler integralde yerine yazilarak
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elde edilir.

c) / sin® z. cos xdz integralinde u = sin x alimirsa du = cos zdx olur. Bu degerler

integralde yerine yazilirsa
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bulunur.

r+3 . . 9 s
d) / mdx integralinde u = x* + 6x + 5 segilirse

d
du = (22 +6) dr = ?u = (r+3)dz
olacaktir. Bu degerler verilen integralde yerine yazilirsa
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bulunur.
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Degisken degistirme yontemi kullanilirken bazi 6zel tipte fonksiyonlarin integralleri

icin uygulanan degisken degistirmeler agagidaki gibidir:
1. Va? — x? den bagka koklii ifade icermeyen fonksiyonlarin integrali hesaplanirken
int, —-<t<-=
T = asin - — —
’ 2 2

degisken degistirmesi yapilarak, integrant trigonometrik fonksiyonlarin bir rasyonel

ifadesine doniistiiriiliir.
2. +x? — a? den bagka koklii ifade icermeyen fonksiyonlarin integrali hesaplanirken
s T
T = asect, O<t<§veya§<t<7r

doniisiimii yapilarak, koklii ifade icermeyen bir integral elde edilir.



3. V% + a? den bagka koklii ifade icermeyen fonksiyonlarin integrali hesaplanirken

degisken degistirmesi yapilarak integrant daha basit bicimde yazilir.

4. Trigonometrik fonksiyonlarin rasyonel ifadesi bi¢cimindeki integrantlar icin
x
tan — =1

2

doniisiimii sonucunda bir rasyonel fonksiyonun integrali elde edilir.

5. Wax + b bigiminde ifadeler bulunduran fonksiyonlarin integrali hesaplanirken,

n; kok kuvvetlerinin en kiigiik ortak kat1 p olmak tizere
ar +b=1"

degisken degistirmesi yapilir.

Ornek 4. Asgagida verilen integralleri hesaplayiniz.

dx
a ———— integralini hesaplamak icin z = 4 sin ¢t doniisiimii yapilirsa
) | o e p G stimil yap

dx = 4 costdt bulunur. Bu degerler integralde yerine yazilarak
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elde edilir.

dzx
b / ——— intrgralini hesaplamak icin x = 2 tant degisken degistirmesi yapilirsa
) i e p G gis gis yap

dx = 2sec? tdt olur. Bu degerler integralde yerine yazilirsa



/ dz _/ 2 sec? tdt _
V4 + 22 V4 4 4tan?t

=In|sect + tant| + ¢

sec tdt
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dr = 6u’du olur. Bu degerler integralde yazilarak
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elde edilir.
2. Kismi Integrasyon Yéntemi

u ve v, x degiskeninin birer fonksiyonu olsun. Carpimin tiirev formiilii yardimiyla
d(u.v) = duv + u.dv = u.dv = d(u.v) — v.du

bulunur. Son egitlikte her iki tarafin integrali alinirsa, kismi integrasyon formiilii

/udv:uv—/vdu

olarak bilinen

esitligi elde edilir.



Ornek 5. Asgagida verilen integralleri hesaplayiniz.

a) / x cos xdx integralini hesaplamak icin u = x ve dv = cos xdx secilirse du = dx

ve v = / cos zdx = sin x olur. Buna gore kismi integrasyon formiiliinden

/xcosmdx = xsinm—/sinxdx

= xsinx +cosz+c

bulunur.

1
b) / 2% In xdz integralini hesaplamak icin u = Inx ve dv = zdx secilirse du = —dz
x
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r
ve v = / ridy = 5 olur. Buna gore,
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elde edilir.

c) / xe5%dz integralini hesaplamak icin u = x ve dv = e%dx secilirse du = dx ve

1
v = / eSrdy = 6669” bulunur. Buna gore,
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elde edilir.



