BELIRLI INTEGRAL
[a, b] kapali aralig1 iizerinde tamimh reel bir f fonksiyonu verilsin. [a, b]
kapali araligini;

a=20< 21 <Ty< < Tp1<Tp=2>

bi¢iminde n pargaya bolelim. P = {zg,z1,x2,...,2y—1} kiimesine [a, b] ka~
pali araliginin bir parcalanmas: adi verilir. P parcalanmasi yardimiyla elde
edilen

[$U,$1] ) [xlvxﬂ PR [$n717$n]

araliklarina [a, b] kapal araliginin P parcalanmasina karsilik gelen kapali alt
araliklar: denir. Eger; araliklar esit uzunluklu ise, P parcalanmasi dizgtindiir
denir. Herbir alt araligin uzunlugu;

(VE) (k=1,2,..n) : Axp = ) — Tp—1
biciminde ifade edilir. Eger; P parcalanmas: diizgiin ise

b—a

n

(Vk) (k=1,2,..n) : Az, = Az =

dir. Alt araliklarin boylarimin en biiyiigiine P pargalanmasinin normu adi
verilir ve

IP|| = max Axy
1<k<n

bigiminde ifade edilir.

f :]a,b] — R siirekli fonksiyonu ve [a, b] kapal araliginin P pargalan-
masi i¢in, herbir alt araliktan bir ¢; noktasi secilerek taban uzunlugu xj —
xg—1 ve yiiksekligi f (¢) olan dikdortgenler elde edilirse bu dikdértgenlerin
alanlar1 her k = 1,2, ...,n i¢in |f (cx) Axy| olacaktir. Bu alanlarin toplams;

R(f,P) =) |f (ck) Awy|
k=1

f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Riemann Toplam: olarak
adlandirilir. Riemann Toplama, P pargalanmasina ve pargalanmaya kargilik
gelen araliklardan sectigimiz ¢ sayilarina baghdir.

(Vk) (k=1,2,..n) igin

M, = max{|f(2)|:zk_1 <z <z}
mr = min{|f ()] :zp_1 <z < xp}



bi¢iminde tanimlanmak tizere

A( kaAl‘k ve U f, ZMkAxk
k=1

toplamlarina sirasiyla, f fonksiyonunun P parcalanmasina kargilik gelen Alt
Riemann Toplama ve Ust Riemann Toplama adi verilir. Tammlar gozoniine
alindiginda

A(f,P)<R(f,P)<U(fP)

olacag agiktir.
Tanim f, [a,b] kapall araligi tizerinde tanimli, sirh reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger;

lim Zf ck) Az =1 (1)

I1P11=0

limiti mevcut ise, I degerine f fonksiyonunun a dan b ye belirli integrali

denir ve
b
I= /f(:r:) dx

bi¢iminde ifade edilir. Bu durumda; f fonksiyonu [a,b] iizerinde integral-
lenebilirdir denir.
Formel olarak; (1) ile verilen esitlik:

Ve >0:30 > 03 ||P|| < § kosulunu saglayan herbir P pargalanmasi ve k = 1,2, ...

olmak tizere [zy_1,x)| araliklarindan segilen herbir ¢ igin | Y f(cx) Az —I| < e

biciminde ifade edilir.
Teorem f : [a,b] — R sinirh bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun
[a, b] tizerinde integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter kogul her € > 0 igin

U(f,P)—A(f,P)<€

olacak bic¢imde [a, b] araliginin bir P parcalanmasimin varolmasidir.
Ornek 1. [0, 1] aralig: i¢in iki farkli par¢alanma yaziniz ve bu parcalan-
malara karsilik gelen Riemann toplamlarini hesaplayiniz.
1

Ornek 2. i x2dz integralini hesaplaymniz.
0



1, x rasyonel
0, = irrasyonel
integrallenebilir olup olmadigini aragtiriniz.

Ornek 3. f(z) = fonksiyonunun [0, 1] iizerinde

Teorem (a) f, [a,b] iizerinde siirekli ise, F' (z) = [ f (t) dt fonksiyonu

8 —xg

[a, b] tizerinde siirekli, (a,b) iizerinde tiirevlenebilir ve

F@)= 5 [fad=1@)

dir.
(b) f, [a,b] tizerinde siirekli ve F' fonksiyonu f fonksiyonunun [a, b] iiz-
erinde bir antitiirevi ise

b
/f@MxZFW%JWM

dir.
2
Ornek 4. (a) [ (1 —3|z|) dx integralini hesaplaymiz.
-1
1
(b) [ wsgnzdx integralini hesaplayimiz.
-1
Uyar [ : [a,b] — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

u)/f@ym:oveifug@::—]f@ymdm
a a b

(2) Integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir, yani

yazilabilir.

(3) ¢ € (a,b) igin ff(x) dx = ff(ac) da:—l—jzf(x) dx dir.

a a C
Tanim [a,b] iizerinde integrallenebilir bir f fonksiyonunun [a,b] {iz-
erindeki ortalama degeri

b

yzbia/f@ﬁw

a
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dir.

Teorem |[a, b] iizerinde siirekli her f fonksiyonu, [a,b] araliginin bir xg
noktasinda ortalama degerini alir.

Teorem f ve g, [a,b] iizerinde siirekli ve ayni igaretli fonksiyonlar ise,
bir ¢ € (a,b) i¢in

f(x)g(z)de = f(c) bg (z) d
/ /

a

dir.



