2. ALAN HESABI

2.1 Egri Altindaki Alan

Bu kesimde belirli integral yardimiyla egriler tarafindan sinirlanan bolgelerin
alani hesaplayacagiz. Belirli integral tanimindan da hatirlanacagi gibi eger f
fonksiyonu [a, b] araligh iizerinde siirekli ve pozitif ise f: f(x)dx belirli integrali
aralik iizerinde f nin grafigi altinda kalan alan1 vermektedir.

A= f; f(x)dx

Eger f fonksiyonu [a, b] araligi iizerinde negatif ise aralik iizerinde f nin grafigi
ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alani fab —f(x)dz ile hesaplanir.
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A= f; —f(x)dx

Eger f fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde pozitif ve negatif degerlerden her ikisini
de aliyorsa, aralik iizerinde f nin grafigi ile z-ekseni arasinda kalan alan, f nin
pozitif oldugu bolgedeki alan ile negatif oldugu bolgedeki alanin toplami olur.

A=Al+ A2 = [° f(x)de + [] —f(x)de



Sonug olarak y = f(x) fonksiyonu [a, b] arahiginda siirekli ise, aralik {izerinde f
nin grafigi ve z-ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin toplam alam kisaca

b
A= [1r@lda
a
esitligi ile hesaplanir.

Example 1 f(x) = 2® egrisi z = —2 ve x = 2 dogrular ve x-ekseni tarafindan
stmarlanan bolgenin alany

2
A:/|:c3|dz:8 br?
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olur.

Example 2 f(z) = 2% — 42 + 3 egrisi, * = 2 ve x = 4 dogrular ile x-ekseni
arasinda kalan bolgenin alaniny hesaplayiniz.
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A:/ |x2—4x+3‘dm:2 br?
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elde edilir.

Not: Benzer diigiince ile z = u(y) egrisi, y = ¢ ve y = d dogrulari ile y-ekseni
tarafindan sinirlanan boélgenin alam
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seklinde hesaplanir.



Example 3 y = e* egrisi, y = 1 ve y = 2 dogrular: ile y-ekseni tarafindan
stnarlanan bolgenin alaning bulunuz.

2
A= / Inydy =2In2 — 1 br?.
1
bulunur.

0.0.1 iki Egri Tarafindan Sinirlanan Alan

f ve g fonksiyonlar [a, b] araligindaki her x i¢in f(z) > g(z) esitsizligini saglayan
stirekli fonksiyonlar olmak tizere y = f(x),y = g(z) egrileri ile x = a ve x = b
dogrular tarafidan sinirlalan bolgenin alani agagidaki sekilde hesaplanir.

1
T
-1 1 2 3

A= [V f@)de+ [P gx)de A= [ —g(x)de — [ —f(z)dz A= [’ f(@)de+ [’ —g(x)dz

olur. Her durumda da belirtilen boélgenin alani

b
A= [ 1) - g(o)da
a
esitligi ile hesaplanir. Yani iistteki egriden alttaki egrinin gikarilmasi ile

Yiist — Yalt = f($) - g($)

elde edilen farkin [a, b] tizerindeki integrali istenen bélgenin alanin vermektedir.
Ancak f ve g nin grafikleri [a,b] araliginda birbirlerini kesiyorlarsa bu formiil
gecerli olmaz. Bu durumda f ve g nin kesisme noktalar1 dikkate alinarak, bu



noktalar arasinda y;s¢ — yai¢ fark: olugturulmahdir.

c1 c2 b
A= [ 1@ - g@ldo+ [ lo@) - f@lde+ [ [f(a) - g(@)da
a c1 Cc2
Sonug olarak y = f(z) ve y = g(z) fonksiyonlar [a,b] araliginda siirekli ise,
aralik tizerinde f ve g nin grafikleri tarafindan sinirlanan bolgenin toplam alani
kisaca

b
A= [ 1f@) - o] ds

esitligi ile hesaplanir.

Not: Iki egri arasinda kalan alan hesaplanirken, integrant ile integralin sinir-
larimi belirlemek kolay olmayabilir. Bunlar1 dogru tespit etmek igin bolgeyi
¢izmek yararh olur. Daha sonra, bolge i¢inde kalacak sekilde y-eksenine paralel
bir gerit cizilir. Seridin iist ve alt ucundaki egriler belirlenir. y;s — yaie farka
integranttir (Bu durumda mutlak degere ihtiyac kalmaz). Integralin sinirlar:
ise, geridin bolge ile kesistigi en sag ve en sol u¢ noktalardir.

Example 4 y = VT ve y = x? egrileri tarafindan simrlanan bélgenin alanina
hesaplayiniz. Once bu egrilerin kesim noktalarma bulalim. z? = \/z ise v = 0
ve x =1 olur.
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bulunur.



Example 5 y = = — 1 dogrusu ile y> = 2x + 6 egrisi tarafindan sirlanan
bolgenin alamine hesaplayiniz.

y A

Egrilerin kesim noktalar, (—1,—2) ve (5,4) noktalaridur. O zaman istenen bil-
genin alana (y degiskenine gore integral alarak)

4
A = / (xsag - msol)dy
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olur. Aymi bélgenin alanint x degiskenine gore integral alarak da hesaplayabiliriz.

Bu durumda [—3,—1] arahiginda yzst = V2x +6 ve yor = —V22 +6 olur.
[—1,5] aralyinda ise yust = v/2x + 6 ve yar = x — 1 olacagindan istene alan
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/1[\/23:+6— (—\/2x+6)]dac+/ (V22 +6 — (x — 1)]dz
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olur. Ancak burada x degiskenine gore integral almak daha zordurParametrik
Egriler Tarfindan Swarlana Bélgelerin Alana

2.2 Parametrik Egriler Tarfindan Sinirlana Bélgelerin Alani
g ve h tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere

{ x = g(t)
y = h(t)

parametrik denklemi ile verilen egri ile z = a ve x = b dogrular1 tarafindan
sinirlanan boélgenin alanini hesaplamak igin

b
A= [ lolda

formiiliinii ¢ degiskenine bagh yazmak gerekir. Bu durumda dz = ¢/(¢)dt olup ¢
nin a ve b ye karsilik gelen degereleri sirasi ile ¢1 ve to olmak tizere

b to
A= / Iyl do = / ()] g/ (1)t



olur.
Example 6
T = acost
y = bsint
parametrik denklemi ile verilen elipsin alamm bulunuz.  Once elipsin birinci
bolgede bulunan dortte bir alanini hesplayalim.
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olur. z =0 igint =5 vex = a igin t =0 olacagindan
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= ab / sin“ tdt
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olur. Boylece A = wab br? bulunur.



