1. INTEGRAL (TUMLEV)

Tanim:

Integral tiirevin tersidir. Bir fonksiyonun tiirevinin integrali fonksiyonun kendisine esittir.

1.1 BELIiRSIiZ INTEGRAL

Verilen bir F(x) (ilkel) fonksiyonunun tiirevi f(x)’i veriyorsa, diger bir deyisle

:—x F(x) = f(x) ise, F(x) fonksiyonuna f(x)’in integrali veya anti tiirevi denir.

Integral [ ile gosterilir. [ f(x)dx ifadesi f(x)’'in x’e gore integralidir. Burada f(x)
integrand olarak adlandirilir. Dx kismi ise islemin x degiskenine goére yapildigini belirtir.
Ancak f(x)dx bir biitiin olarak de alinabilir ve F(x)’in diferansiyeli (tlirevseli) olarak
goriilebilir: dF(x)= f(x)dx

;—x F(x) = f(x) oldugundan [ f(x)dx + ¢ yazilabilir. Burada ¢ rasgele bir sabittir.

Burada c integral sabitinin yer almasinin nedeni, integrandin (f(x)) birden cok ilkel
fonksiyona sahip olmasidir. Bunun nedeni F(x), F(x) + 3, F(x) + 5 gibi fonksiyonlarin

tiimiiniin tlirevinin f(x) olmasidir.

Diger bir deyisle, tiirevlenebilir bir F(x) ilkel fonksiyonunun sadece bir tek tiirevi (f(x))
varken, tliretilmis f(x) fonksiyonu integral yolu ile sonsuz sayida ilkel fonksiyona (F(x) +c)

sahip olabilir. Burada ¢ok sayida integrali saglayan c sabittir.

[f(x)dx integraline belirsiz integral denir. Ciinkii bunun sonucu F(x) + c¢’nin belirli bir degeri
yoktur. Burada c sabitinin belirli bir degeri olsa bile F(x)’in alacagi degerler x’e baghdir.
Ornegin F(x) = x? ise f(x) = 2x veya | f(x)dx = | 2xdx = x? + ¢’dir. ¢’yi bilsek bile x*nin

alacagi degerler x’e bagl olarak degismektedir.

integral Almanin Temel Kurallar

. . n+1
Integral olma kurallar tiirev alma kurallarina yakindan bagimlidir. Ornegin% (9;“) =x"

n+1
(n # -1) oldugundan x" tiirev fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 3;? dir. Boylece integral i¢in

kuvvet kuralini ¢ikarmis olduk.

1-1



KU&HJ:&MW&KWWMIX%XZH%Eﬂﬂ+c (n=-1)
Ornek - | x3dx = %x6+c
Ornek : | xdx = %xz +c
Ornek : | 1dx = %xl+c=x+c (1=x°)

1 1
Omek: [Vxdx =] x2dx = %xZ ‘v = %\/?+C
E+1

3 3
Ornek: | Vx3 dx =] x2dx = %XZ 1+c:§\/F+c

—+1
2
Ornek: | L ox= [ x3dx = B Y PSR
x3 -3+1 2 2x2

Not : Integral sonuglar tiirev yoluyla kontrol edilebilir. Eger integral dogru alindiysa

integralin tiirevi integranda esit olmalidur.

KURAL II : (Ustel Kural) | e*dx =e*+c

KURAL 11 : (Logaritmik kural) | %dx=ln x+c (x>0)

(Burada kuvvet kural kullanilamaz. Kuvvet kurali kullanilirsa, [ %dx = [x"ldx =

%ﬂx"”l tanimsiz oldugundan logaritmik kural yolu ile dikkate alinmalidir.)

Logaritmik kural x>0 simirlamas1 altinda gegerlidir, ¢iinkii x’in pozitif olmayan degerleri
icin logaritma tanimsizdir. Kuralin x’in negatif degerlerini de dikkate alan daha genel

formiilasyonu su sekildedir.

j%w:mvuc (x = 0)
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Kural II ve Kural II'iin iki degisik sekli vardir :
Kural lla: [ f'(x)e/@dx =™ + ¢

Kural llla : f%m:znf(x)w f(x) > 0

veya f’;’g)) dx =In|f(x)|+c¢ f(x)#£0

Ornek : | 2e¥dx = e + ¢

6X
3x% +5

Ornek : | dx =In(3x2+5)+c

Ornek : | 10x e dx = ¥ +c
islem Kurallari
KURAL IV : (Bir toplamin integrali) [[f(X) + g (x)]dx = [f(x)dx + [g(x)dx

Bu kural suradan cikar :

d _d d _
d—X[F(x>+G(x>] = S F0+ -G = 09 +9()

N\ J N\ J \ J
Y Y Y
A B C
A=C oldugu siirece [ [f(x) + g(x) ]dx = F(x) + G(x) + ¢ @

B=C oldugundan | f(x)dx = F(x) + c1 ve [g(x)dx = G(X) + ¢z
buradan [f(x)dx + [g(x)dx = F (x) + G (X) + c1 +C2 (2)

C1 ve C rastgele degerlere sahip oldugundan ¢ = ¢1 + C2 yazilabilir. Bu durumda (1) ve (2)
esitliklerinin sag taraflari esit oldugundan (F(x) + G(x) +c = F(X) + G(X) + c1 + ¢2) sol taraftar

da esit olacaktir: [[f(x) +g(x)]dx = [f(x)dx + Jg(x)dx

Ornek - [(x*+e*+1)dx = [x*dx + [eXdx + J1dx = %XS +Ci+eX+Cr+X+C3

XC+eX+x+c¢

gl
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KURAL V : (Bir ¢arpimin integrali) [kf(x)dx = k[f(x)dx
5 34y — 34y =9 | 1,4 _x _
Ornek : [2x3%dx = 2 | x3dx = 2 VR e c=2C

Ornek : [-f(x)dx = -[f(x)dx
Ikameye Iliskin Kurallar

KURAL VI : (Ikame Kural)

Eger [f(u)du integrali elementer fonksiyonlar cinsinden agik¢a belirlemiyorsa, u = g(X)
transformasyonu uygulanip degiskeni u’dan x’e gevirebiliriz:
u = g(x)’den du/dx = g'(x) veya du = g'(x)dx bulunacagindan [f(u)du = [f(g(x))g'(x)dx.

Bu kural tiirev almada kullanilan zincir kuralinin integral kalkiiliistindeki karsiligidir.

Ornek : | 3x? (x3+5)dx = ?

1. Yontem :

[(3x® + 15x?)dx = 3 [x5dx + 15 [x%dx = 3(%x6) +C1 +15(§x3) +cp= %xﬁ +5x3+ ¢
2. Yontem :

u=x%+5, du/dx=3x? = dx =du/3x?

3 2
-[3X2(X3+5)dx = J.3X2ud—uZ: Iudu = iulﬂ yc= luz P (x° +5) e
3x 1+1 2 5

Ornek : [12x(3x?+1)dx

u=3x?+1, du/dx =6x, dx =du/6x

[12x(3x%+1)du/6x = [2udu = 2Judu = 2[%u2 + cl] = (3x? +1) +c
1

x(Inx)3
u=Inx, du/dx =1/x, dx=xdu

Ornek : | dx =

1 _ 1
utl b e=—— +c=-
-3+1 2u? 2(Inx)?2

1 —_ri — -3 —
fx(lnx)3xdu—fu3du—fu du=
Ornek - [(6x+1) e X dx,
u=3x2+x, du/dx==6x+1, dx=du/(6x+1)
[(6x+1)e'du/(6x+1) = Je'du = e" +c



KURAL VII : (Kismi Integral)

fvdu = uv - Judv

Bu kuralin 6zii Jdu isleminin [dv ile degistirilmesidir.

Ornek : [x(x+1)dx (bu soru Kural VI kullanilarak ¢oziilemez.)
X =V = dv=dx, du=(x+1)dx = u= % (x+ 1)?
[x (x+1)dx = Jvdu = uv - Judv = 2 (x+1)2- E (x + 1)%dx

_ x(x+1)2
2

x(x+1)% 1

g2 - 1.3 1.2
2f(x + 2x+ 1)dx = . 2(3X +22X +x+0)

Ornek : xe*dx  (bu soru Kural VI kullanilarak ¢ziilemez.)
V=Xx=dv=dx, du=e’dx= u=¢

fvdu = uv - Judv = xe* - [e*dx = xe* - eX +¢

Ornek : [(Inx)dx (bu soru Kural VI kullanilarak ¢6ziilemez.)
v=Inx = dv = (1/X)dx, du=dx=u=x

fvdu = xInx - [x(1/x)dx = xInx - Jdx = xInx - x + ¢

1.2 BELiRLi INTEGRAL

Veri bir f(x) siirekli fonksiyonun belirsiz integralini alalim : [f(x)dx = F(X) + ¢

x’in On alanindaki iki degerini, a ve b, secip (a<b) esitligin sag tarafinda x’in yerine koyalim :
F(a) + ¢ ve F(b) + ¢, su farki analim F(b) - ¢ - F(a) - ¢ = F(b) — F(a). Bu deger c sabitinden
bagimsizdir ve “f(x)’in a’dan b’ye belirli integrali olarak adlandirilir. Burada a'ya integralin
alt sinir1 b ye {ist sinir1 ad1 verilir.

Belirli integral : _[b f(x)dx = F(x) |? = F(b) — F(a) . Burada |" ifadesi, integral alindiktan

a

sonra farklarin alinmasi gerekligini gdsterir.

7
Ornek : J.272x3dx:[2.%x4} :%74 —%24
2
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Ornek : fZeX dx:[2.eX]f =2e%—2e'=2(e° —¢)
Ornek - ! ($+ 2xj = [In|1 + x| + x2]2 = In(1+4) + 4 - In(1+0) - 0 = In5 + 4

. 2
Ornek : L (2x3-1)(6x?)dx, u=2x3-1, du=6xdx, dx=du/6x?

[(2x3-1)(6x?)dx = Ju(6x?)du/6x? = Judu = (1/2)u? + ¢

2
_11 3 2 1 3 2| -1 .4 2 1
= [5(2.2 1?21 - } =@ - -~

2 oy3. Ny = | Loy ay2
L (2x3-1)(6x2)dx [Z(ZX 1)} >

1
Belirli integral ve Egrinin Altindaki Alan

Her belirli integral belirli bir degere sahiptir ve bu deger geometrik olarak verilen bir egrinin

altinda kalan alan olarak yorumlanabilir.
y

f(x)) f(x)

X] Xy X3 X4 X3 X
(=a) (=b)

Bu sekilde, herhangi bir blogun alan1 f(x;)Axi’e esittir. Bloklarin toplam alani

A"= Y f(x)Axa  (n=4)
i=1
Bu hesaplanan deger, tam olarak egrinin altindaki alan olmayip onun bir yaklagtirimidir.

Ancak bloklar inceltilirse (diger bir deyisle, n arttirilsa) iki deger birbirine daha ¢ok yaklasir.

y

X Xn X
(=a) (=b)
Limitte lim f(xi)Axi = lim A" = A alamdir.
nN—oo o1 N—o0
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Ax ¢ok kiigiik oldugunda dx ile degistirebiliriz ve ¢ok kii¢iik olan bu ifadeler birbirine esit

oldugu icin i alt notasyonu atilabilir.

Ayrica n— oo iken isareti Ib ile degistirilebilir. Boylece I ’ f(x)dx = lim Z f(xi)Ax1 =
a a n—oo -1

n
i=1

A alani yazabiliriz.

Bir fonksiyonun integralinin alinabildigi kosullar1 belirleyen kalkiiliisiin temel teoremine gore

[a,b] araliginda siirekli olan bir fonksiyon integrali alinabilir bir fonksiyondur®.

Burada A alam1 egrinin yukarisina tagsan bloklar ile hesaplandi. Buna iistten integral
(yukaridan yaklastirim) denir. Egrinin icinde kalan bloklar olusturarak da A alanina
yaklastirim yapabilir.

Buna da alttan integral denir. Alttan ve iistten integraller deger olarak esit olduklarinda
b
j f(x)dx integrali tanimhidir ve f(x) “integrali alinabilir” veya “Riemenn integrali alinabilir”

fonksiyondur denir.

! Siireklilik su sekilde tanimlanir: f(x) x’in &nalam igindeki x = N gibi bir noktada taniml ise, bu noktada limite

sahipse (lirr11V f(x) var ise) ve bu noktada bu limit f(N)’e esitse, fonksiyon N noktasinda siireklidir.
x—
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Belirli integrallerin Bazi Ozellikleri

OZELLIK I : Integralin sinirlarmin degismesi belirli integralin isaretini degistirir.

fba f(x)dx = - fab f(x)dx
OZELLIK II : Sinirlar aymi ise belirli intergal sifira esittir. faa f(x)dx =F(@) - F(a) =0

OZELLIK 111 : Belirli bir integral, sonlu sayida belirli alt integralin toplami olarak ifade
edilebilir.

fad f(x)dx = fab f(x)dx + f; f(x)dx + fcd f(x)dx, (a<b<c<d)

Bu 6zellik kullanilarak belli bazi siireksiz fonksiyonlarin da belirli integrali, diger bir deyisle,

alani bulunabilir.

Omegin siireksiz basamak fonksiyonu [a,c] araliginda bulunan b noktasinda siireksiz

X

olmasina ragmen golgeli alan I bf (x)dx+ .[:f (x) dx toplamindan bulunabilir. Ayninin yontemle

su alan da bulunabilir.
y

OZELLIK IV - [ f(x)dx = - [ f(x)dx

. . b b

OZELLIK V : j kf(x)dx = k j f(x)dx

. . b b b

OZELLIK VI : j [F(x)+g(x)]dx = j f(x)dx + j g(x)dx

OZELLIK VII : u(x) ve v(x) veri iken jij vdu=uv | - j " udv

I=a x=a
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Uygun Olmayan Integraller
Tamm : J ’ f(x)dx gibi bir integrade eger integralin sinirlari [a,b] sonlu degilse veya f(x)

fonksiyonu [a,b] araligindaki noktalarinin birinde veya daha fazlasinda sonlu degilse bu

integrale “uygun olmayan integral” denir.

Diger bir deyisle, eger

1) a = -0 ve/veya b = o ise veya ikisi birden gecerliyse yani integral sinirlarindan biri veya
ikisi sonsuzsa,

2) f(x) a < x < b smurlan arasinda bir veya daha fazla noktada sonsuz ise bu integral uygun

olmayan integraldir. Bu tiir integraller limit alma islemleri ile bulunabilir.

1) Sonsuz Smirh Integral

[ F0qdx = lim j: f(x)dx
[* fodx= fim Lb f(x)dx

[* fodx= lim j: f (x)dx

a—>—0
Eger bu limit varsa, uygun olmayan integral yakinsaktir denir ve limit olma siireci ile
integralin degeri hesaplanir. Eger limit yoksa, uygun olmayan integral “iraksaktir” denir ve

anlamsizdir.

b b
N © b
Ornek: | Lax=tm ["x2dx =lm |+ x21| =fm |-t
1 2 —2+1 =

X b J1 b—o 1

= lim (— % + 1} =1 bu uygun olmayan integral yakinsaktir ve 1’e esittir.

b—o0

b
Ornek : J . x2dx = k!im EXS} = tI)im F b3 — ﬂ wraksaktir.
—>0 1 —0

Ornek : Lw e2dx, u=-2x, du=-2dx, dx=-du/2, (—% Ye! du = (—% e+ ¢

b
= lim (— ljezx =lim - 1 [e? €2 =+ 1 &2 yakinsaktir.
2) 2 2

b—o

J‘°° e2Xdx = lim — E [e'2b e-2a] raksaktir.
—® b—o0 2

a—>-—o
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2) Sonsuz Integrand
Integral aralig1 [a,b] icinde herhangi bir noktada integrandi sonsuz olmasi durumunda da

uygun olmayan integral s6z konusudur.

e Eger f(x) sadece x = a noktasinda sonsuzsa

I ' f(x)dx = lim : f(x)dx, eger limit varsa integral yakinsak, yoksa rraksaktir.

e—0" Ja+e

Ornek : folidx = e1_i)r(§1+ ) 01+€§dx = El_i)rg;r [Inx]! = El_i)rg1+ [In1 — In€] 1raksaktir.

e Eger f(x) sadece x=b noktasinda sonsuzsa

I ’ f(x)dx = Iingr Ibf& f(x)dx, eger limit varsa integral yakinsak, yoksa iraksaktir.

Ormek : [* —2dx, u=2-x, du=-dx, [ u™2(—du) = — ——u"s** = —2u/2
(2— x)2 2+1

= lim f f(2 —x)"V2dx = el_i)rglJr[—Z(Z — X)l/z]i = lim [ 2 €¥/2— 2] yakmsaktur.

-0t e->0t

e Eger f(X) a < X < b araligindaki sadece bir p noktasinda sonsuzsa belirli integrallerin

toplanabilirligi dzelliginden yararlanabiliriz: f; f(x)dx = fap f(x)dx + fpb f(x)dx
b pP—€1 b

J f(x)dx = lim J f(x)dx + lim f(x)dx

a €,-0% a €,—-0%t

p+E;

Bu kural f(x) in birden fazla noktada sonsuz olmasi durumuna da genisletilebilir.

3} 4 1 2
Ornek : — =~ dx= dx +

I 2-x)% ! (2—x)y I @- x)y
= Iimo+ b 2x) PBdx + im ) (2-x) 75 dx

[
5

_ 1 A, e _ -143
= (2-x)3 + Iim
0" | — e, —0"
% + 1 1 2+e,

1-10



= lim (‘73] ‘:(2—2+el)% —(2—1)%}+ lim [‘73} [(2—4)% —(2—2—62)%J

0"\ 2 )L 7| -0

= lim (‘73] &2’ -1+ lim (‘73] [(—2)% —(62)%}22—2(—2)% yakinsaktrr.

g-0"\ 2 )7 7 g-0"
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1.3 INTEGRALLERIN BAZI iKTiSADIi UYGULAMALARI

Marjinal Fonksiyondan Toplam Fonksiyonun Elde Edilisi
Bir toplama fonksiyon verildiginde tiirevi alinarak marjinal fonksiyon elde edilir. integral de
tirev alma siirecinin tersi oldugundan, marjinal fonksiyonun integrali alinarak toplam
fonksiyon elde edilebilir.

N Q

Ornek : Bir firmanin marjinal maliyeti MC = f(Q) = C'(Q) = 4e 2ise ve sabit maliyet

Cr = 70 ise toplam maliyet fonksiyonunu C(Q) bulunuz.

Q Q Q
IMCdQ =J4e2dQ = (4)(2)e2 +c=8e2 +c

Burada c rasgele bir sabittir. Ancak Cr = 70 bilgisini kullanarak sabitin degeri
bulunabilir. Tanim olarak sabit maliyet, Q = 0 iken toplam maliyettir. Buradan,
Q=0 = 8°+c=8+¢c=70 = c=62dir.

Q
= Toplam maliyet fonksiyonu: C =8e 2 + 62

Ornek  :  Marjinal  tasarruf  egilimi  (MPS)  gelirin  fonksiyonudur:

MPS =S'(Y) =0.3-0.1Y % ve Y =81 iken toplam tasarruflar S = 0 dir. Toplam tasarruf

fonksiyonunu bulunuz.

S(Y) = J(0.3-0.1Y %2)dY = 0.3Y - 0.1 1_11/2 YY" +c=03Y-02Y% +¢

Y =81 = S(Y)=(0.3)(81)- (0.2)~/81 +c=243-18+c=0 c=-22.5

S(Y)=03Y-02Y % -225
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Yatirim ve Sermaye Olusumu

Sermaye olusumu (sermaye birikimi), verilen bir sermaye stokuna eklemeler yapilmasidir.
Sermaye stoku zamanin bir fonksiyonu olarak gosterilebilir: K(t). Bu durumda sermaye
olusum hizi, sermayenin zamana gore tiirevidir: dK = dK/dt. Ve sermaye olusum hizi,

yatirim hizi I(t) ile 6zdestir. dK = dK/dt = I(t) = ve K(t) = [I(t)dt

Ornek : Yatirim akmmi I(t) = 4t% ise ve baslangi¢ sermaye stoku K(0) ise sermayenin

zaman patikas1 nedir? K(t) = ?

K() =Nt =fat 2ot =4 50+ e =27 e
Baslangi¢ sermayesi K(0), t = 0 iken K’nin aldig1 degerdir:
t=0=K(t)=c=K(), KO=2t"2 +K (0)

K’nin zaman patikas: yerine bir zaman araliginda sermaye olusum miktar1 bulmak
istenirse belirli integral kullanilmalidir. Eger [a,b] araligindaki sermaye birikimi

bulunmak istenirse,
I ’ I()dt = K(t) ]2 = K(b) — K(a) belirli intergali yazilabilir.

Ornek : Onceki drnekte t = 1 ile t = 3 araliginda ((1,3) araliginda ) yani ikinci ve {igiincii

yillarda sermaye olusumu ne olacaktir?

[ et = [° at’2dt=2" P=K@E)-KO=2%-2 =227 -1

3

Bir Nakit Akiminin Simdiki Degeri
Gelecekte elde edilecek tek bir V degerinin indirgenmesi ile elde edilen bugiinkii deger

formiilleri,
A= V(1+i)* (kesikli zaman)

A=Ve™  (siirekli zaman)
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seklindedir. Simdi, gelecekteki nakit akimlari toplamimin bugiinkii degerini bulmaya

calisacagiz.

Ornek : 3 yil boyunca elde edilecek yillik hasilat degerlerini biliyoruz diyelim: R:

(t=1,2,3). Yillik faiz oranini i oldugunu varsayalim
1. yilin hasilatinin bugiinkii degeri : R (1+i)™
2. yilin hasilatinin bugiinkii degeri : Rz (1+i)
3. yilin hasilatinin bugiinkii degeri : Rz (1+i)73

Ug yil boyunca elde edilecek toplam hasilat 7 =Y3_; R¢(1 + i) ~* seklindedir.

3 3
Kesikli zaman yerine siirekli zaman s6z konusu ise (1+i)" yerine e™ ve > yerine I
0

t=1

gecer. Burada alt sinir 1 degil 0 ile gosterilmistir. Ciinkii kesikli durumda hasilat t = 1
yilinin sonunda elde edilirken, siirekli durumda t = 1 yilinin basindan itibaren yani t =

0’1n sonundan itibaren elde edilmeye baslar. Boylece ti¢ yillik bir akimin toplam simdiki

.. _ 3 s A
degeri, © = L R(t)e"dt’dir.

Ornek : Diyelim ki her yil D TL.lik bir nakit akimi oldugunu biliyoruz. Siirekli

indirgeme soz konusu ise y y1l boyunca elde edilen n toplami gelirin bugiinkii degeri:

y —
n= [ De~rtdt =D [_Tle”} - TD [ ] = % (1-e™)

0

Ornegin yil basinda gelir akim1 D = 2000 TL., faiz oran1 r = %10 ise 5 yil boyunca

(y = 5) elde edilen toplam gelirin bugiinkii degeri n= 2000 (1-e09%) = 20,000 (t-e°9)
01
dir.

Ornek : Eger nakit alim1 sonsuza kadar siiriiyorsa yani daimi nakit alim1 s6z konusu ise

n= j: Deidt= fim [ De™dt= lim 2 (1 —i) = %

y—o J0 yoo [ ey

biraz 6nceki 6rnekte D = 2000, r=0.10 = == 20,000
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