1. TUREVSEL DENKLEMLER (DIFERANSIYEL DENKLEMLER)

1.1 TANIMLAR VE SINIFLANDIRMA

Tanim:

Bir tiirevsel denklem bilinmeyen bir fonksiyon ve onun tiirevlerini igeren bir denklemdir.

Genel olarak Z—z = f(x,y) olarak gosterilebilir.

Iktisatta tiirevsel denklemlerin en yaygin kullanim alan1 dinamik analizdir. Dinamik analiz,

degiskenlerin zaman i¢indeki degisimini inceler. Bu nedenle degiskenler zamanin (t) bir

fonksiyonu olarak modellenir: 2—3; = f(t,y).

Siiflandirma:

Kismi-bayag tiirevsel denklemler:

Eger bilinmeyen fonksiyon iki veya daha fazla degiskenin fonksiyonu ise, tiirevler

kismi turev olacaktir. Bu durumda tiirevsel denklem kismi tiirevsel denklemdir.

Eger bilinmeyen fonksiyon tek bir degiskenin fonksiyonu ise tiirevler basit

tirevlerdir ve denkleme bayagi tiirevsel denklem adi verilir.
Denklemde yer alan en yiiksek tiirev derecesi:

Denklemde yer alan en yiiksek tiirev derecesi denklemin sirasini (derecesini)
belirler. Eger en yiiksek tiirev derecesi 1 ise bu denkleme birinci sira (derece)

turevsel denklem, 2 ise ikinci sira tiirevsel denklem ... denir.

Dogrusallik:

o . . 5 any . .
Herhangi bir n. sira tiirevsel denklem igin, eger y ve F’Jl/ ifadeleri denkleme

dogrusal olarak giriyorsa bu denkleme dogrusal (lineer) tiirevsel denklem adi

verilir;

n—1

d"y "ty
ao(t)ﬁ + a4 (t) gttt a,(t)y = g(t)
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Burada aj katsayidir (i=0...n) ve zamanin (t) bir fonksiyonudur. Bu denklemin 6zel
bir hali a; katsayilarinin birer sabit olmasit durumudur ve sabit katsayilh n. sira

tiirevsel denklem olarak adlandirilir.

Ayrica eger g(t) = 0 ise denklem homojen (tiirdes), g(t) # 0 ise homojen olmayan

tirevsel denklemdir.

ZnTr): ve y ifadelerinin denkleme dogrusal olarak girmedigi durumlarda dogrusal

olmayan tiirevsel denklem s6z konusudur.
Coziim:

Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii, denklemi (% = f(t,y)) saglayan fonksiyonun (y(t)) bulunmasi,

diger bir deyisle, yerine konuldugunda tlirevsel denklemi 6zdeslige ¢eviren fonksiyonun

(bilinmeyen fonksiyonun) bulunmasidir.

Ornek: Z—Jt/+ 2t +y =0 tiirevsel denkleminin bir ¢oziimi y = 2 - 2t’dir. (Cilinki

denklemde yerine koymak iizere tiirevini alirsak dy/dt = -2 ve bunu denklemde yerine
koyarsak -2 + 2t + 2 - 2t = 0 saglanir)

Ancak bu tek ¢dziim degildir. Ornegin y = 2 - 2t + 5e* de bu denklemi saglar. (Ciinkii
dy/dt = -2 - 5e*, denklemde yerine koyarsak -2 - 5e* + 2t + 2 - 2t + 5¢ = 0 denklemi

saglar.

Daha genel olarak, y = 2 - 2t + ce™ seklinde bir fonksiyon, ¢’nin tiim degerleri i¢in tiirevsel
denklemi saglar. Bu sekilde rasgele sabit iceren ¢oziimler genel ¢oziim olarak adlandirilir.
Genel ¢oziimlerin 6zel halleri (6rnegin onceki ornekte ¢ = 5 olmasi durumu) 6zel ¢oziim

olarak adlandirilir.

Ozel ¢dziimlerden birisi, 6zel bir éneme sahiptir. Bu da t = 0 oldugu durumu, yani baslangig
kosullarmi iceren durumdur. Onceki rnekte genel ¢dziim y(t) = 2 - 2t + ce™ demistik. t = 0
iken y’nin aldig1 deger, yani y’nin baslangi¢ degeri y(0) = 2 + c’dir. Boylece ¢ sabitini y(0)
baslangic kosullar cinsinden yazabiliriz: ¢ = y(0) — 2. Bunu genel ¢dziimde yerine koyarsak
y(t) = 2 - 2t + (y(0) - 2)e* belirli ¢coziim olarak adlandirilir. Hatta eger baslangic degerini
biliyorsak 6rnegin y(0) = 1 ise y(t) = 2 - 2t - €' belirli ¢éziimdiir.
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COZUM YONTEMLERI

1.2 DOGRUDAN INTEGRAL ALMA

% = f(t) seklinde bir fonksiyonun ¢oéziimii dogrudan integral alma yontemiyle bulunabilir:
y = f f(t)dt

Buradan elde edilen ¢dziim bir rasgele sabit icerecektir.

Ornek : & = 2¢3
dt
Genel ¢oziim: y(t) = [ 2t3dt = Zit4 +c= %t“ +c

S — 743
Kontrol.dt(zt +c) =2t

Belirli ¢6ziim: y(0) = %04 +c=c Oyleyse, y(®) = y(0) + %t‘*
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1.3 DEGISKENLERIN AYRILMASI

Dogrudan integral alma yontemi, % = f(t,y) gibi y’yi de iceren denklemleri ¢6zmemize

yetmez. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimiinde diferansiyellerden yararlanabiliriz.

f(y) = g(t) esitliginin iki tarafinin da diferansiyelini aldigimizda f'(y)dy = g'(t)dt elde edilir. Bu

nedenle iki tarafin integralini alarak ¢6ziimii bulabiliriz.

Genel olarak P(y)dy = Q(t)dt gibi bir tiirevsel denklemin iki tarafinin integrali alinirsa
[ P(y)dy = [ Q(t)dt ¢dziim bulunur.

. ] ﬂ _
Ornek : el 4

Zdy = tdt, [-dy = [ tdt

y y

Genel ¢oziim: Iny + ¢; = %tz +c, veya Iny= %tz + c3, buradan

1 1
—t2 1.2
y(t) = e2" T = ce2", c=e%

da L2 L2
Kontrol: —cer =ctez =ty

1 . 1
Belirli ¢6ziim: y(0) = ce?” = Oyleyse, y(t) = y(O)eEt2

Buraya kadar ele alinan iki yontem daha karmasik denklemleri ¢ozmemize yetmez. Bu

nedenle daha genel bir yontem kullanilmalidir.

1-4



1.4 BIRINCIi SIRA DOGRUSAL DIiFERANSIYEL DENKLEM COZUMU

Birinci sira bir tiirevsel denklem en genel haliyle
K + L(t)y = M(t) seklindedir.

Burada K, L ve M t’nin fonksiyonu olan ifadelerdir. Ve her zaman esitligin iki tarafin1 K(t) ile

boliip dy/dt’yi yalniz birakabiliriz:

dy | L® MO
dt  K®Y KO
veya

dy —
Y u®y = w(t)
Burada u(t) = L(t)/K(t) ve w(t) = M(t)/K(t) dir.
Bu tiir denklemlerin genel ¢6ziimiinii ele almadan 6nce daha basit bir durumu ele alalim.
I- HOMOJEN DURUM
Bu durum, yukaridaki denklemde w(t) = 0 olmasi1 durumudur:
dy _
Frais u(t)y=0
Bu sistem su sekilde tekrar yazilabilir:
1dy 1 —
i u(t) veya ydy = —u(t)dt
ayrilabilir degiskenler yontemiyle,
fidy = [ —u(t)dt, OSyleyse Iny + ¢ = [ —u(t)dt
Iny=-c- [u(t)dt, y=e c-JUMDd ve y(t) = Ae™ J VDAt gene] coziimdiir.

Belirli ¢6ziim y(0) kullanilarak bulunabilir.
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Ornek : % + 3y =0 vey(0)=2 ise genel ve belirli ¢6ziimii bulunuz.
Bu 6rnek olas1 en basit duruma 6rnektir: u(t) fonksiyonunun bir sabit oldugu durum.

buradau=3, fu(t)dt= [3dt=3t+c
Genel ¢oziim: idy = —3dt  oldugundan [ %dy = [ —3dt, oyleyse

Iny = -3t +c ve  y(t) = Ae®

Belirli ¢oziim: y(0) = Ae® = A, y(t) = y(0)e 3t = 273t

. _dy _
Ornek . s 3ty=0
buradau(t) =3t,  fu()dt = [ 3tdt = t2 +c

3
Genel ¢oziim: y = Ae™ Ju®dt — Ae_(E)t2

y(0) = Ae® = A oldugundan
Belirli ¢oziim: y(t) = y(0)e~@*"
- HOMOJEN OLMAYAN DURUM
a. Sabit katsayili, sabit terimli birinci sira tiirevsel denklemler
Bu durum, u(t) = a ve w(t) = b olmas1 durumudur (a ve b birer sabittir):

dy _
" +ay=b>b

Bu denklemin ¢6ziimii iki terimin toplamini igerir: tamamlayici fonksiyon (Yc) Ve ézel integral

(yp). Oyleyse ¢oziim y(t) = yc + yp dir.

Yukaridaki denklemin homojen halini (% +ay = 0) indirgenmis denklem olarak

adlandirirsak, tamamlayici fonksiyon, yc bu indirgenmis denklemin genel ¢oziimiidiir.
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Denklemin kendisini (% + ay = b) toplam denklem olarak adlandirirsak, 6zel integral, yp bu

toplam denklemin herhangi bir 6zel ¢oziimiidiir.
Homojen denklemin genel ¢dziimii y = Ae® bulunmustu. Oyleyse yc = Ae™®.

Ozel integral yp toplam denklemin herhangi bir 6zel ¢dziimii oldugundan, éncelikle olasi en

basit ¢ozlimii ele alabiliriz: y = k (k bir sabit). Bu durumda, y bir sabit oldugundan dy/dt = 0
ve toplam denklem % +ay = 0+ ak = b olur. Bdylece k = b/a (a # 0) ve 6zel integral

Yp = b/a olacaktir.

Toplam denklemin genel ¢oziimii:
Y(O) = Yo +yp = At + 2

Bu ¢6ziim, rasgele bir sabit olan A teriminin varligi nedeniyle genel ¢oziimdiir. Bu sabiti, bir

baslangi¢ kosulu kullanarak belirli hale getirebiliriz.
t=0ikeny(0)=Ae®+2  Gyleyse A=y(0)-2 ve
toplam denklemin belirli ¢6ziimii:

y(0) = (y(0) - e +2

Not: Bir y degiskeninin denge durumu, % = 0 olmasidir. Denge degerini bulmak igin % =0
yaparak kalan denklemi saglayan y degerini bulmak gerekir. Asil denklemde (% +ay = b)
% = 0 oldugunda y =§ bulunur. Diger bir deyisle y’nin denge degeri E’dlr. Daha genel
olarak, Ozel integral yp = E’ y degiskenin denge degerini verir. Tamamlayict fonksiyon
yc = Ae® ise toplam fonksiyonun zaman iginde bu denge degerinden sapmasini gosterir. Eger
a>0 ise t—oo iken yc = Ae® —0 ve y(t) — yp = 2 denge degerine yaklasir. Bu durumda

dengenin istikrarli oldugu soylenir. Eger a<0 ise t—oo iken yc = Ae™® —c¢ ve y(t) — Eger a>0
ise t—oo iken yc = Ae™ —oo ve y(t) — o denge degerinden uzaklasir. Bu durumda dengenin

istikrarsiz oldugu sdylenir.
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Ornek : % + 3y =6 vey(0) =5 ise genel ve belirli ¢6ziimii bulunuz.
Indirgenmis denklem: % + 3y = 0. Daha 6nce bunun genel ¢dziimii y(t) = Ae™ olarak
bulunmustu. Oyleyse tamamlayic1 fonksiyon: yc = Ae™",

Ozel integrali bulmak igin y = k diyelim. Boylece dy/dt = 0 ve toplam denklemden 3k = 6
ve k =2. Boylece yp = 2 olacaktir.

Genel ¢ziim: y(t) = yc + Yp = Ae3 + 2
y(0) = Ae® + 2 oldugundan A = y(0) - 2 ve

belirli ¢oziim: y(t) = (y(0) - 2)e3' +2=(5-2)e'+2 =33 + 2

Coziimlerin dogrulanmast:
Bulunan ¢éztimlerin dogru olup olmadigi her zaman tiirev alarak denetlenebilir.

Ornek: Onceki &rnekte % + 3y =6 tlrevsel denkleminin belirli ¢oziimi

y(t) = 3¢ + 2 bulunmustu. Bu denklemin tiirevi %(363t + 2) = -9¢ bulunur. Asil

denklemde yerine koyarsak -9et + 3(3e® + 2) = -9¢3 + 9e® + 6 sorudaki gibi 6’ya

esittir.
b. Degisken katsayili, degisken terimli birinci sira tiirevsel denklemler

Daha genel birinci sira dogrusal denklem % + u(t)y = w(t) seklindedir. Bu tiir

denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak igin tam tiirevsel denklemler ele alinmalidir.
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Tam tirevsel denklemler

iki degiskenin fonksiyonu olan F(y,t) icin tam tiirevsel dF(y, t) = Z—i dy + 2" dt dir.

Bu tiirevsel 0’a esitlendiginde, g—idy + Z—I;dt = 0 denklemi, “tam tiirevsel denklem” olarak

adlandirilir. Bu denkleme tam tiirevsel denklem denilmesinin nedeni, sol tarafinin F(y,t)

denkleminin diferansiyeline tam olarak esit olmasidir.
Genel olarak,

Mdy + Ndt =0

gibi bir tiirevsel denklem sadece ve sadece M = 3—5 ve N = Z—lz Ozelligini tagiyan bir F(y,t)

denklemi varsa tamdir.

9%F _ 9%F

= ir.
> otdy  dyot d

Young teoriemine gore

O°F _ N 0°F _ oM oldugundan
>9tdy 9y  dydt  dt g

Buradan yola ¢ikarak

: ] N .
Mdy + Ndt denklemi, sadece ve sadece a—’:’ = % ise tamdr.

Ornek: tdy + (y — t)dt = 0 tam mudir?

oM _
a

BuradaM =t, N =y —t, 1, 2—1: = 1 esit oldugundan tamdir.
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Coziim

dF(y,t) = 0 tiirevsel denkleminin genel ¢6ziimii, F(y,t) = ¢ (¢ bir sabit) formunda olacaktir. Bu
nedenle, bir tam tiirevsel denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in F(y,t) ilkel fonksiyonunu bulup

onu bir rasgele sabite esitlememiz gereKir.

Diyelim ki karsimizda Mdy + Ndt = 0 gibi bir denklem var ve bunun ¢6ziimiinii bulmak

istiyoruz.

Burada M = z—; oldugundan, F fonksiyonu, M’nin y’ye gore integralini icermelidir:

F(y.t) = [ Mdy + y(t)

Not: Z—i sadece bir kismi tiirev oldugundan sadece t’lerin bulundugu toplamsal bdliimleri

icermeyecektir. Ornegin, F(y,t) = 3yt? + 2t ise M = Z—; = 3t? dir. [ 3t2dy = 3t%y + c’dir.

Burada c = Y(t)’dir yani t’nin fonksiyonu olabilir ve bu 6rnekte ¢ = 2t’dir. Bu durumun

nedeni, y’ye gore kismi tlirev alirken t’nin sabit olarak alinmasidir.

M bilindiginde [ Mdy integrali bulunur. Onemli olan {s(t) ifadesinin bulunmasidir. Bunun
icin N = % bilgisi kullanilabilir.
Al aUMol +0(0)] = aUMd |+w®=n

a

Oyleyse, P'(t) = N — m [[ Mdy],

o= - -2 o)
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Ornek: tdy + (y —t)dt = 0 Burada M = t, N = y — t dir ve daha once tam oldugu

gosterilmisti.
Coziim:

F(y,t) = [ Mdy + y(t) = [ tdy + Y(t) = ty + Y (D)

%=y+¢’(t)=N, YO =N-y=y—-t—y=—t

Yt) = f\l}’(t)dt=f—tdt= —%tz

Oyleyse F=ty— %tZZC, y = =ct™ 1+ %t
Kontrol: & = —¢t2 + 1
dt 2

Soruda verilen denklem t% + (y—t) =0 seklinde yeniden yazilabilir. Denklemde y

yerine ct™1 + %t, dy/dt yerine —ct™2 +% yazarsak
t(_Ct_z + %) + (Ct_1 + %t — t) = (—Ct_l + %t) + (Ct—l _ %t)

soruda oldugu gibi 0’a esit bulunur.
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Tam olmayan tirevsel denklemler

Bu yontem tam tiirevsel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanildi. Ancak belli diizenlemelerle,
tam olmayan tiirevsel denklemlerin ¢6ziimiinde de kullanilabilir. Bunun i¢in kullanilacak

kavram integral faktoriidir.
Ornek: tdy + (2y+t)dt = 0 fonksiyonu tam mudir?
M =t, N = 2y+t Oyleyse oM/ot =1, ON/oy =2 tam degildir.
Fakat her bir terimi t ile carparsak t?dy + (2yt + t?)dt = 0

M =t2, N = 2yt+t? dyleyse OM/ot = 2t, ON/oy = 2t tirevsel  denklem
tam hale gelir.

Burada t integral faktorii olarak adlandirilir.

Tam olmayan bir tiirevsel denklem igin bir integral faktorii bulunabilirse, denklem tam

hale gelir ve dnceki yontemle ¢oziim bulunabilir.
t2dy + 2yt + t3)dt =0
M =t2, N = 2yt+t?

Fy.t) = [ Mdy + @(t) = [ t2dy + Y (t) = t?y + ()

%:2ty+¢’(t):N, W' (t) = N — 2ty = 2yt + t% — 2ty = t, oyleyse
(=3¢

W =3

E(vt) = t2y + 113 = _e®

(Y)=ty+-t?=c y=-—F—=ct™" -t

Kontrol: dy/dt = —2ct™3 —§

Sorudaki denklem t?dy/dt + (2yt + t?) = 0 olarak yeniden yazilabilir. Burada y yerine
ct™2 —=t, dy/t yerine —2ct™3 — = yazarsak t2(—2ct™® —2) + (2(ct‘2 —-Ot+ tZ) =

—2ct™1 — %tz + (2ct_1 — gtz + tz) sorudaki gibi 0’a esit bulunur.
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Birinci sira dogrusal tiirevsel denklemlerin ¢oziimii

Homojen olmayan bir birinci sira dogrusal tiirevsel denklem

% + u(t)y = w(t), yeniden diizenlenerek onceki formata sokulabilir:

dy + (u(®)y —w(t))dt=0

bu denklem igin integral faktorii I olsun. Oncelikle I'nin bulunmas: gerekir.

Idy + I(u(t)y —w(t))dt=0, M =1, N=I(u(t)y - w(t))

oM/ot = dI/dt, ON/oy = 1u(t) (burada I’nin yalnizca t’nin fonksiyonu oldugu varsayildr)
OMJ@t = ON/By olmast igin dl/dt = Iu(t) ve T < = u(t) olmal.

Iki tarafin t’ye gore integrali alinirsa, [ %%dt = [u(t)dt, veya [ %dl = [u(t)dt

Buradan, In(l) + ¢ = [ u(t)dt, veya I = ef u®dt—c [ = pefu®dt

Burada A = e™° rasgele bir sabittir ve 1’e esit kabul edildiginde de I tamlig1 saglar. Bu
nedenle A = 1 kabul edip I(t) = e/u®dt kabul edilebilir. Boylece tiirevsel denklem
e/ u®dtgy 4 oS u®dty )y — w(t))dt = 0 tamdir.

fspat: M =e/u®dt N = el u®dt(y(t)y — w(t))

oM d d
_ 9 Jumdt _ U ] [u®dt [u(tdt
5t dte T u(t)dt|e u(t)e

N

a_y — diy[efu(t)dt(u(t)y _ W(t))] — ef u(t)dtu(t)

Denklem tam olduguna gore, ¢oziim:

F(y.) = [ Mdy + W(0) = [ e/ “Odtdy + () = yel "0t + (o)

oF ,
= = yu@e/ MO 4+ y'(t) = N,

Y'(©) = N = yu(el "% = e/ 1O (u(t)y - w(D)) — yu(Del 0% = —e/ V0w (p),
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P(t) = f —eJ u®dty () dt

F(y.t) = yelu®dt. [w(p)elu®dtdr=c

yel UOdt — ¢ 4 [ w(t)el U Gt coziimii verir.

. . dy _
Ornek: ta + 2y = —t

2y+t
t

Yeniden diizenlenirse dy+ dt=0

oM/ot = 1, ON/dy = 2/t tam degildir.

Integral faktoriinii bulmak igin

@dtzo, le,Nzl@

Idy + I
oM/ot = dI/dt, ON/oy = 2/t

OM/ot = ON/Oy olmasi igin dI/dt = 21/t ve %% =2 olmal.

t
1 2
[la=[Za
I t
Buradan, In(l) + ¢ = 2In(t), veya I = t2

Demek Ki tiirevsel denklem t2dy + t2 @dt = t2dy + (2yt + t?)dt = 0 tamdir ve dnceki

ornekte ¢oziimii bulunmustur.
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