1. TUREVSEL DENKLEMLER (devam)

1.8 iKINCI SIRA TUREVSEL DENKLEMLER

Bu boliimde sabit katsayili ikinci sira tiirevsel denklemler ele alinacaktir. Bu tiir denklemler

asagidaki gibi gosterilebilir.

d’y dy _
a5t ba+ cy = R(t)
veya

ay'’ + by’ + cy = R(t)

Burada a, b ve ¢ birer sabittir.

Bu denklemin genel ¢6ziimii tamamlayict fonksiyon (yc yani indirgenmis denklemin genel

¢ozlimil) ve 6zel integralin (yp, toplam denklemin herhangi bir ¢6ziimiiniin) toplamina esittir:

y) =yc+¥p
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I- TAMAMLAYICI FONKSIYON
Toplam denklemin homojen hali (indirgenmis denklem) su sekildedir:
ay" +by' +cy=0

Bir tiirevsel denklemin ¢oziimiinii bulmanin bir yolu, standart bir fonksiyon belirleyip bunun
denklemi saglayip saglamadigini kontrol etmektir. Bu standart fonksiyonu biraz genel tutma
amactyla da en azindan bir parametreyi belirsiz tutabiliriz. Genelde kullanilan bir standat
fonksiyon y = e™dir. Burada r bir parametredir ve degeri bilinmemektedir. Bu fonksiyonun

tiirevsel denklemi saglayip saglamadigini kontrol edelim:

rt 17 2

y =e', y' =re™, y" =r%e™"

e
Indirgenmis denklemde yerine koyarsak,
ar?e™ + bre™ + ce™ = 0
e(ar?+br+c¢) =0

e # 0 oldugundan ar? + br+c = 0’1 saglayan r degerleri bulunursa, elde edilen e'

degerleri indirgenmis denklemin ¢6ziimii olur.

ar? + br + ¢ = 0 karesel fonksiyonuna tiirevsel denklemin yardimct denklemi denir. Bu

yardimc1 denklemi saglayan r degerlerini bulurken karsimiza {ic durum ¢ikabilir:

1- Kokler reel ve farkli sayilardir.
2- Kokler aymdir (tek kok vardir).
3- Kokler reel sayr degildir. Diger bir deyisle, karmasik (kompleks) kokler soz

konusudur: kokler negatif bir sayinin karekokiinii igerebilir.

Simdi, bu ii¢ duruma ayr1 ayr1 bakalim.
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DURUM 1: Kokler reeldir ve farklidir
ar? + br + ¢ = 0’1 veren r degerlerini artyoruz.

— Vvbh2—
r,, = —Ybrtac olduguna gore, birinci durumda b2 —4ac >0 veya b? > 4ac
’ 2a

olmalidir.

Bunu veren r1 ve r2’yi kullanarak indirgenmis denklemin iki ¢oziimii y; = et ve y, = ezt

olarak bulunur. indirgenmis denklemin genel ¢dziimii (tamamlayic1 fonksiyon) ise asagidaki

gibidir.

y = ket + k,ef2t

Ornek: 6y" +y' —2y =0

Bir ¢oziim diyelim ki y = e, y’ = re™, y"’ = r2e™,

yerine koyarsak,

6r2e™ + re™ — 2e™ = 0 bulunur. Bu esitligi saglayan r degerleri nelerdir?
e't(6r2+r—2)=0

Yardimei denklem: 6r2 +r—2 =0

-1+ /1-@)(6)(-2) _ —1+7 _1 _ -2
12 = 26 =], i =;Vver; =-

Indirgenmis denklemin iki ¢oziimi:
1 2

Vi = e@" ve y2 = el

Indirgenmis denklemin genel ¢oziimii:

1 2
y =kie@" + ke

Burada k; ve k, rasgele sabitlerdir.
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DURUM 2: Kdokler aynidir (tek kok)
Bu durum, yardime1 denklemin r? — 2ar + «? = 0 oldugu durumda ortaya gikar.

Diger bir deyisle, indirgenmis denklem e"™(r? — 2ar + a?) = 0, indirgenmis denklem

y" = 2ay’ + oy = 0 seklindedir.

Yardimer denklem r? — 2ar + a? = 0’in bir ¢dziimii, (r — a)? = 0 veya r = « oldugundan

indirgenmis denklemin bir ¢6ziimii y = e*Vdir.

Ikinci bir ¢dziim olarak y = te®* denenebilir. Bunun bir ¢dziim olabilmesi i¢in indirgenmis

denklemi saglamasi gerekir. Bunun i¢in birinci ve ikinci tlirevlerini bulalim:

y' = e* + tae™, y"' = ae* + ae® + ta?e™. Indirgenmis denklemde yerine koydugumuzda,
ae® + ae® + ta?e™ — 2a(e™ + tae®t) + a?(te*t) = 0,

e (2a + ta? — 20 — 2ata + a?t) = 0 saglamir. Oyleyse y = te®t de bir ¢oziimdir.

Boylece, genel ¢coziim asagidaki gibidir.

y = ket + k,te™t

= eat(kl + kzt)

Ornek: y" — 6y’ +9y =0

Bir ¢6ziim y = e olsun. Oyleyse y' = re'™, y"’ = r2e', yerine koyarsak,

rZe™ — 6re™ + 9e™ = 0 bulunur.

e™(r? —6r+9) = 0veya (r — 3)% = 0, r = 3. Bdylece bir ¢oziim y, = e3Vdir.

Ikinci ¢6ziim y, = te3! ve genel ¢dziim (tamamlayici fonksiyon) y = e3t(k; + k,t)’dir.
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DURUM 3: Kokler reel degildir

Bu durum b? — 4ac < 0 olmasi durumunda ortaya gikar.

Vb2 — 4ac = V—1V4ac — b2

-b Vaac-bZ .
=22 g="0 yvei=+/—1 dersek,
2a 2a
__ —bxVb2%2-4ac _ .
I'1,2 —T—piql,

Cozimler y, = e®+alt ve y, = e®P-aDt glarak bulunur. Genel ¢oziim (tamamlayici
fonksiyon) y = k,e®*adt 4 k., e(®P-aDt seklindedir. Ancak bu ¢éziimler hala i karmagik
sayisini icermektedir. Bu nedenle de tatmin edici bir ¢6ziim degildir. Reel ¢oziimler elde

etmek icin biraz daha islem gerekecektir.
Coztimleri yeniden su sekilde yazabiliriz.
y, = ePledit yg y, = ePte it
Bu ¢oziimlerin ikisi de ePt’nin katlaridir. Fakat e¥9! hala i sanal sayisini igerir.
Euler formiilii kullanilarak e't yeniden yazilabilir.
Euler formiilii: e® = cos® +i*sin0, e™® = cos® — i * sin 0
Boylece, 't = cos qt + i * sin qt, e 719t = cos qt — i * sin qt olacaktir.
Genel ¢ozlim ise asagidaki gibi bulunacaktir.
y = c,ePradt 4 o e(p—abt — ePt(c edit 4 ¢,edit)
= eP'[c;(cos qt + i * sin qt) + c,(cos qt — i * sinqt)]
= eP'[k, cos qt + k;, sinqt)]
Burada k; = ¢; + ¢3, k, = (¢; — ¢y)i’dir.

y reel oldugu i¢in k; ve k, de reel olmak zorundadir.
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Ornek: 36y" + 36y’ + 13y = 0
Bir ¢oziim y = e, y’ = re™, y"’ = r?e' oldugundan,
36rZe™™ + 36re™ + 13e™ = 0 bulunur.

—361+V362—4%36%13

1,1,
e"(36r* +36r+13) =0,ry, = — —s £z

Genel ¢oziim asagidaki gibidir.

—lt 1 .1
y=ce 2]k cos§t+k2 smgt)]

- OZEL INTEGRAL

Sabit katsayilar ve sabit terim durumunda (ay’’ + by’ + cy = R) 6zel integrali bulmak i¢in

daha 6nce oldugu gibi en basit ¢oziimii deneyebiliriz: y bir sabittir (y = k). Bu durumda
y' =y" =0ve
a*0+b=x0+ck=R, k=R/cbulunur.

Ornek: 6y" +y' —2y =6

Dana 6nce tamamlayici fonksiyon y = ky e(%)t + Kk, e(_é)t olarak bulunmustu.

Ozel integral k = R/c = 6/(-2) = -3 oldugundan genel ¢dziim asagidaki gibidir.

2

y(t) = kle(%)t + kze(_?»)t -3
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I1l- ISTIKRAR

Ikinci sira tiirevsel denklemlerin istikrari, birinci sira tiirevsel denklemlerin istikrariyla

yakindan ilgilidir.

Baslangi¢ kosullarindaki kiiclik bir degisikligin ¢oziimiin uzun donem davranisi iizerinde

hicbir etkisi yoksa sistem istikrarlidir denir. Eger etkiliyorsa istikrarsizdir.

ay'’ + by’ + cy = R fonksiyonunun ¢oziimiiniin iki boliimden olustugu sdylenmisti: yc yani
indirgenmis denklemin genel ¢oziimii (k e + k,e"2") ve y, yani toplam denklemin herhangi
bir ¢oziimii. Eger t sonsuza giderken (t — o0) indirgenmis denklemin genel ¢6ziimii sifira
gidiyorsa (k;e"' + k,e™" — 0) denklem istikrarhidir. Bdylece ¢oziim yp’ye yaklasir ve yp
baslangi¢ kosullarindan bagimsizdir. Boylece t — oo iken baslangi¢ kosullarinin etkisi ortadan

kalkar. Karmasik kok durumunda p < 0 olmast istikrar i¢in yeterlidir.
Ornek:y" +2y' +y =3
r? +2r+1 = 0oldugundanr; , = mEa .
ye = e '(ky + k) , yp = 3 ve genel ¢oziim y(t) = e~*(k; + k,t) + 3’tiir.

y(0) =k; +3, k;y =y(0) —3 boylece k; belirlendi. k,’yi bulmak igin y(1)

kullanilabilir.

y(1) = e"1(y(0) — 3 + k,) + 3’tiir. Béylece k, = (y(1) — 3)e — (y(0) — 3)
Belirli ¢oziim: y(t) = e *{(y(0) — 3) + [(y(1) — 3)e — (y(0) — 3)]t} + 3’tiir
y(0) = y(1) = 3 ise y(t) = 3 olur. Bu denge degeridir.

Eger y(0), y(1) # 3 ise t = oo iken yc = 0 olacagindan model istikrarlidir.
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1.9 iKTiSADI UYGULAMALAR (ikinci Sira Tiirevsel Denklemler)

I- FIYAT BEKLENTILERINI ICEREN BIR PIYASA MODELI

Diyelim ki bir mala olan talep yalmizca fiyat diizeyinin degil, fiyat trendlerinin de bir
fonksiyonudur: D = D[P(t), P'(t),P"(t)] = a— bP + mP’ + nP". Burada D mala olan talebi,

P malin fiyatin1 gosterir ve a, b, m, n parametrelerdir (a, b > 0).

Fiyatin zamana gore birinci tiirevi (P") cari enflasyonu gosterir. Fiyatlar artiyorken tiiketiciler
fiyat artislarinin devam edecegini diisiiniiyorlarsa cari tiiketimlerini arttirabilir. Bu durumda
m > 0 olmasi beklenir. Devam etmeyecegini diisiiniiyorlarsa fiyatlarin diismesini bekleyip cari
alimlari1 durdurabilirler. Bu durumda m < 0 olmasi beklenir. Dolayisiyla m s 0,ns 0

olabilir.

Basitlik amaciyla, arzin sadece fiyatin fonksiyonu oldugunu varsayalim:
S=—-a+pP, (a,Bf>0)

Dengede D = S olmasi gerektiginden a — bP + mP’ 4+ nP” = —a + 3P,
nP”" +mP' — (b+B)P=—-(a+ )

Bu modelde tiim noktalarda arz ve talebin esit oldugu varsayilmaktadir. Bu nedenle fiyat
uyum mekanizmasi (i—i = A(D —P)) yoktur. Bu modeli dinamik yapan fiyat uyum

mekanizmasi degil talebin beklentileri icermesidir.

Cozim:
— /m?2
Yardimer denklem: nr? + mr — (b +B) = 0,1y, = m m2:4n(b+6)

Eger m? + 4n(b + B) > 0 ise farkl reel kokler vardir: P, = k et + k,e'2*
Eger m? + 4n(b + B) = 0 ise tek reel kok vardir: P, = e't(k; + k,t)
Eger m? + 4n(b + B) < 0 ise karmagik kokler vardir: P, = eP'[k; cos qt + k, sin qt)],

m __ —(m+4n(B+b)

p__Z' - 2n
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Ornek: D = 42 — 4P — 4P’ + P, S=-6+8P
Dengede 42 — 4P — 4P’ + P"" = —6 + 8P, P" — 4P’ — 12P = —48

Yardimei denklem: r? — 4r — 12 = 0 oldugundanr, , = @ = %8,

Tamamlayici fonksiyon: : P, = ke + k,e™2t

Ozel integral: P, = }2
Genel ¢oziim: : P(t) = ke + k,e %t + 4

t — oo iken k; €% + k,e™?t - oo oldugundan istikrarsizdir.

II- ENFLASYON-ISSIZLIK ILISKISI

Enflasyon ve issizlik arasindaki iliskiyi belirleyen Phillips iliskisi asagidaki gibidir.
p=a— U, aB>0

Daha yakin zamanda Phillips iliskisi beklentileri de igerecek sekilde genisletilmistir.
(1) p=a—BU + hm, 0<h<1

Burada m beklenen enflasyon oramidir. Enflasyon beklentisi enflasyonu arttirir ancak

kendisinden daha fazla oranda arttirmaz.
Uyarlanmis beklentiler varsayimi yapilirsa:
(2) T =j[p — 7] 0<j<1

Beklenen enflasyon orani, dnceki enflasyon oraninin bir fonksiyonudur. Diger bir deyisle,

insanlar her zaman enflasyonu oldugundan diigiik ya da yiiksek tahmin edebilir. Beklenen
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enflasyon ile gergeklesen enflasyon arasindaki farka bagli olarak beklentiler degistirilir. Bu

degismenin hiz1 j katsayisi tarafindan belirlenir.
Bu iligkilere ek olarak enflasyonun da issizlik tizerindeki etkisi modele katilabilir:
B) U= —k(m—-p) k>0

Burada m nominal para arzi artis hizidir. Reel para arzi artis hizi (h —p) ekonomide

genislemeye yol agarak issizligi azaltabilir.

(1), (2) ve (3) numarali denklemler beklentilerin zaman igindeki degisimini gosteren bir
tiirevsel denklem vermektedir. (1) no’lu denklem (2)’de yerine konulur ve zamana gore tiirevi

alinirsa

T =j(a—BU+hm) —jn

it = —jBU + j(h — Dt

burada (3) no’lu denklemin yerine konulmasi sonucu ise
(4) it = —jp(=km + kp) + jth — Dt

Denklem (2)’den p = %f[ + m bulunur. Bu, (4)’te yerine konulursa,

it = [j(h — 1) — Bk]7t — jBkm + jBkrh veya

it + [Bk — j(h — 1)]1t + jBkm = jBkrn bulunur. Para arz1 atriginin sabit oldugu varsayimiyla
m=m’dir. Ayrica a=fk—jth—1)veb =jBk dersek asagidaki tiirevsel denkleme

ulasiriz.
it + a1t + bm = bm

—at+Va?-4b
2

Yardimei denklem: r? 4+ ar + b = 0 oldugundan ry , =
Tamamlayici fonksiyon: : . = k,e™* + k,e't

Ozel integral: T, = b?m =m
Genel ¢oziim: : T(t) = ke + ket + m
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[stikrar:

e ki reel kok olmasi durumunda (a? > 4b iken)

—a—va?-4b —a+va?-4b P .. ..
ry = % < 0dir. r, = e da negatif ise model istikrarlidir. Bunun igin

Vva? —4b < aveya b >0, yani jfk > 0 olmalidir. Daha énce § > 0,0 <j<1vek >
0 oldugu belirtilmistir. Bu durumda model istikrarlidir.

e Karmasik kok durumunda (a? < 4b iken) istikrar igin p = _73 < 0 olmasi yeterlidir.

Diger bir deyisle, a = Bk — j(h — 1) > 0 ise model istikrarhdir.
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