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3. HAFTA

1.5 Ustel Dagilim

Poisson sayma siirecine gore dikkate alindiginda, geligler arasi siirenin tistel dagilimh ol-
dugu soylenmisti. Ustel dagilimin hafizasizlik ézelligi ise, kuyruk modelini analiz etmede
epey bir kolaylik saglamaktadir. Bu su demek oluyor: Kuyruk sistemine sonra gelen miis-
terinin A birim zaman beklemesi olasiligi, 6ncekilerin ne kadar siirede bekledigine baglh

degildir sadece nitelik olarak h nin biiytikligtine baghdir.

Ona gore, X rastgele degiskeni A\ > 0 parametreli tistel dagilima sahip ise dagilim fonk-

siyonu, F' asagidaki gibidir.

1—6_)‘“”, 0<x

1
Notasyon olaarak X ~ Euxp (}\) seklinde gosterilecektir.

Tanim. Negatif degerler almayan X rastgele degiskeni i¢in asagidaki esitlik gecerli ise

Markov o0zelligine sahiptir denilir:

Pr(X>t+h|X>t)=Pr(X >h) Vt,h € Rf

e 1
Onerme 1. X ~ Exp (/\> ise Markov o0zelligine sahiptir.
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Kanit. t,h € Ry igin

Pr(X>t+hX>t) Pr(X>t+h)
Pr(X >t) - Pr(X>t)
o~ At+h)

Pr(X>t+h|X>t)=

]

Teorem. Negatif degerler almayan X siirekli rastgele degiskeni Markov 6zelligine sahip

ise X rastgele degigkeninin dagilimi iisteldir.

Kanit. X > 0 siirekli rastgele degigkeninin dagilim fonksiyonu:

F(t) = P[X < 1]

seklinde gosterilsin. Markov 6zelligine sahip oldugundan ¢,h > 0 icin agsagidaki gerek-

tirme yazilabilir:

Pr(X>t+h|X>t)=Pr(X>h)&Pr(X>t+h X>t)=Pr(X >t)Pr(X > h)

Pr(X>t+h)

Cift gerektirmenin sagindaki ifadeyi géz éniine alahm; F(z) = Pr(X >1t) = 1 — F(x)
olmak iizere, F(t + h) = F(t)F(h) esitligi gecerlidir. t,h > 0 oldugu icin 6zel olarak

t = h = 0 secelim. Olasilik degeri negatif olamayacagindan asagidaki sonug elde edilir:

F(0+0) = F(0)F(0) = F(0) € {0,1}

Simdi, F(0) = 0 oldugunu kabul edelim. Buna gére,t > 0 icin F(t) = F(t +0) =
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F(t)F(0) = 0 olacaktir. Bu sonug anlamsizdir. Dolaysi ile F(0) = 1 olmahdir. Zaten

dagilim fonksiyonunun tiimleyeni oldugu i¢in bu sonug boyle olmak zorundadir.

Simdi yinelemeli adimlar ile agagidaki sonucu elde edebiliriz: Her ¢t € R, n € N igin

Fln—1)t+1) =F((n—1)F @) = F((n-2)t+1)F(t) = F((n—2)t) F ¢
——FO)F@) = F ()
Ozel olarak, n € N i¢in F(n) = F(1)" olur.

p,q € N olmak tzere, yukarida t = p/q ve n = ¢ alimrsa bu sonugtan yola ¢ikarak

asagidaki esitligi elde edebiliriz:

Q3

q
F <p> _F (%) _ POy — P <p> )
q q 4q
F siirekli oldugu icin F de siireklidir. Bu durumda, ¢ € R siireklilik noktalarina rasyonel

sayilarin bir dizisi ile yaklagabiliriz {r,} — ¢. Buradan,

F(t) _ F(l)t _ elog(F(l))t

esitligi elde edilir. Ote yandan, F' bir dagilim fonksiyonu oldugundan, F'(1) < F(0)
dir. Buradan, log(F(1)) < log(F(0)) = 0 sonucuna ulagihr. A > 0 olmak iizere, A =
—log(F (1)) almrsa, F(1) = e * olur ki, yukaridaki son esitlikten F(t) = e * ifadesine

ulagilir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

Ornek. Bir benzin istasyonuna yakit almak icin gelis yapan araclarin bir saatlik zaman

dilimi icerisindeki sayis1 A = 5 olan bir Poisson siirecine uymaktadir. Herhangi bir saatlik
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zaman dilimi igerisinde pompacinin ilk aracin gelmesi i¢in 20 dakikadan fazla beklemesi
olasiligi nedir? Herhangi bir bir saatlik zaman dilimi igerisinde 2. miigterisinin gelmesi

icin 30 dakikadan fazla beklemesi olasiligi nedir?

Coziim. X, rastgele degiskeni ilk aracin benzin istasyonuna gelis zamani olsun. Pom-
pacinin ilk aracin gelmesi i¢in 20 dakikadan fazla beklemesi olay1 daha oénce (ilk 20
dakika) hi¢bir aracin istasyona yakit almak i¢in girig yapmamasi olayma denktir yani

20
{Xl > } = {thg = O} dir. Buradan,
20 —5(55)
Pr (X1 > > =Pr (N20 = O) = e 60’ = (0.1889
60 60

olarak hesaplanir. Burada unutmamak gerekir ki Poisson siirecinde geligler arasi gecen
stre 1/X ortalamali tistel dagilmhdir. Birinci miigterinin gelig zamani ile ikinci miigte-
rinin gelis zaman arasindaki farki X, rastgele degiskeni ile gosterelim. Bu durumda,
Pompacinin ikinci miigterinin gelmesi icin 30 dakika dan fazla beklemesi olay1, ilk 30
dakika i¢inde en fazla bir miigterinin gelmesi olayina denktir yani {Xl + X5 > 30} =

60
{Ntzgg < 2} dir. Buradan,

30 . o i . 75(@) 30 .
Pr (Xl L Xy > 60) = Pr (N = 0) +Pr (Ny = 1) = @ [1+555] = 02873
olarak hesaplanir. Burada da hatirlatmak gerekir ki Bagimsiz iistel dagilimh rastgele de-

gigkenlerin toplami Erlang dagilimina sahiptir. Dolayisi ile, bu olasilig1 6lgek parametresi

2, sekil parametresi 1/ olan Erlang dagilimi yardimi ile de hesaplamak miimkiindiir:

Pr (X1 + X, > 0.5) — [ A2teMat = 0.2873.
0.5
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