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4. HAFTA

2 Tek kanall, sonsuz kapasiteli, kuyruk sistemi

M/M/1/00/o0

Birimlerin sisteme geligleri arasindaki gegen stirenin 1/ ortalamali, birimlerin hizmet
stirelerinin ise 1/p ortalamali iistel dagihma sahip oldugu dugtniilmektedir. Bu kuy-
ruk sisteminde tek servis kanali olup, kapasitenin sonsuz, birimlerin kaynaginin da son-
suz oldugu diiginiilmektedir. Boyle bir sira bekleme sistemini "t" aninda gozledigimizi
digiinelim."t" zamaninda, bu sistemde n > 0 sayida birim (miigteri) bulunmasi olasilig:
P,(t) ile ilgilenecegiz.

Eger bu olasilik bilinirse, sistemde olmasi beklenen birim sayisi, kuyrukta olmasi bek-
lenen birim sayisi, birim bazinda ortalama sistemde kalma siiresi, ortalama kuyrukta
bekleme siiresi gibi karakteristikler de tanimlanabilir. "¢" aninda A, gibi kiigiik bir 6te-
leme yapilsin. A; 6yle kiigiik bir say1 olsun ki, (¢,¢ + A;] zaman araliginda en fazla bir
birim sisteme girig yapsin.

"t" aninda sistemde n birim olmasi olay1 agagidaki 4 durum ile agiklanabilir:

1 Sistemde "t" aninda n birim var ve (t, ¢+ A;] zaman araliginda hicbir birim sisteme
girig yapmayabilir ve sistemden ¢ikis olmayabilir. "t + A;" aninda sistemde n birim
olmasi olasiligr ise, A; kii¢iik bir deger oldugundan, Poisson stireci i¢in yukarida

verilen 3. 6zelliginden

Bu(t + A) = Bu(t)(1 = AA)(1 — pdy) (1)

2 Sistemde "t" aninda n — 1 birim var ve (¢,¢ + A;] zaman araliginda 1 birim sis-
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teme girig yapabilir ve hicbir birim bu zaman araliginda hizmet alip sistemden

gikmayacaktir. "t + A;" aninda sistemde n birim olmas olasilig ise,

Pu(t + A) = Py ((AA) (L — py) (2)

3 Sistemde "t" aninda n—+1 birim var ve (¢, t+A;] zaman araliginda 1 birim sistemden
hizmet alip ¢ikabilir ve hi¢bir birim bu zaman araliginda hizmet almak i¢in sisteme

girig yapmayacaktir. "t + A;" aninda sistemde n birim olmasi olasiligi ise,

But + As) = Pogar(H)(1 = AA) (nAy) (3)

4 Sistemde "t" aninda n birim var ve (¢,t + A;] zaman araliginda 1 birim sistemden
hizmet alip c¢ikabilir ve bu zaman araliginda hizmet almak i¢in 1 birim sisteme

girig yapabilir. "t + A;" aninda sistemde n birim olmas1 olasilig: ise,

Po(t + Ay) = Po(t)(AA) (1) (4)

Bu 4 durumun olasiliklar bakimindan egitlikleri toplanirsa,

Po(t+ Ay =P (t)(1 = AA)(1 — ply)
+ Poa(t) (AR (1 — pdy)
+ Fo1(8)(1 = AAy) (pAy)

+ Pu(t)(AAy) (pAy)
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esitligi elde edilir. Eger P,(t) ifadesi esitligin sol tarafina atilirsa ve esitligin her iki tarafi

A, ile boliintirse ve A; — 0 igin limit alinirsa, agagidaki egitligi elde ederiz;

P A;) — P,
i Palt+ 80 = Pa()

Ay A, = —(A+ @) Py(t) + AP,_1(t) + 1 Poia (t) (6)

Sistem kararl durumda iken P, (¢) zamana bagh olarak degismez dolaysi ile @ ifadesi-
nin solundaki tiirev ifadesi sifira egit olacaktir. Kararli durumlarda sistemi inceleyecegi-
miz igin artik P, (¢) = P, almakta bir sakinca yoktur. buna gore, |§| ifadesi agagidaki gibi

olur:

Bu ikinci dereceden homojen bir fark denklemidir. Coziim olarak yinelemeli adimlar ile

de sonuca ulagsmak miimkiindiir.

e Sistemde n = 0 birim olmasi durumu: P; = 0 ve puFPy = 0 (sistemde hig¢ birim
yok iken hizmet alip ¢ikmasi olay1 bagdagmaz) olup icin agagidaki esitligi elde
ederiz:

A
—)\P0+/LP1:():>P1:*PO (8)
i

e Sistemde n = 1 birim olmasi durumu: P, = 0 ve pFPy = 0 (sistemde hig¢ birim
yok iken hizmet alip ¢ikmasi olay1 bagdagmaz) olup icin agagidaki esitligi elde
ederiz:

A A\
—,uP1+)\P0—)\P1+uP2:0:>P2=MP1:<M> Fo (9)

. A
e [slemler yinelemeli sekilde yapilirsa, P, olasiligi i¢in p = — olmak iizere,
1
P,=p"F (10)

seklinde bir egitlik elde edilir.
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Miimkiin olaylar iizerinden olasiliklarin toplami (birim sayilar: dogal sayilarin bir elemani

oldugu igin) 1 degerini vermelidir yani Z P, =1 olmalidir. Buna gore, p < 1 igin

n=0

n=0 n=0 1_p

olup, ifadesi
P, = p"(1 - p) (11)

bi¢iminde ifade edilir. Artik, M /M /1/00/oc sisteminin karakteristiklerini bulabiliriz.

2.1 M/M/1/oo/oo sistemi icin kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde kuyruk olusabilmesi i¢in bir birimin hizmet alirken, sisteme giris yapan
birimlerin belirli bir diizenek ile dizilmeleri gerekir yani n > 2 durumunda sistemde

kuyruk olusur. Buna gore,

L,= i(n ~1)p"(1 - p) = inp"“(l —p) =7’ i”pnl(l =5z , W

esitligi elde edilir. Bu egitligi elde ederken, bagar: olasiligi (1—p) olan geometrik dagilimin

beklenen degeri icin esitini kullandik.

2.2 M/M/1/oo/oc sistemi icin serviste olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde n > 1 durumunda sistemde hep bir kigi hizmet goriiyor olacaktir. Buna
gore,

Lursie = 3100 =p) = p Y (1= ) = (13)
n=1 n=1
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2.3 M/M/1/oo/oo sistemi icin sistemde olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde n = 0,1, 2, ... durumu goz ontine alinarak bir beklenen deger bulunacaktir.

- o~ ne p
LzE}wﬂ—m=@2m>me=T:; (14)
n=0 n=1

Ayni1 sonuca, kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi ile serviste olmasi beklenen birim

sayisinin toplamini elde ederek ulasabiliriz:

2
p _p
=, "7 1,

L= Lq+Lservis = L=

2.4 M/M/1/oo/oo sistemi icin birim basina kuyrukta gecen

beklenen siire

Little kanunlar1 kararh bir sistemde kuyrukta veya sistemde olan ortalama birim sayisi
ile kuyrukta veya sistemde birim bagina beklenen siire arasinda bir iligki oldugunu séyler.

Bu iligki goyle tanimlanir:

Ly A
MmN T O T - - 1)

2.5 M/M/1/oo/oo sistemi icin birim basina serviste gecen beklenen

sure

Little kanunlarina gore birim basina serviste gegen ortalama siire

Lserm’s P
Wservis = =7
A A

(16)

1
1
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2.6 M/M/1/oo/oo sistemi icin birim basina sistemde gecen

beklenen siire

Benzer bicimde, Little kanunlarina gore birim bagina sistemde gegen ortalama stire

L P 1
W=—-= = 17
A (IT=pA  pu—2A (17)

Ote yandan, L = Lg + Lgervis oldugu hatirlanirsa, W = W, + Wy.,is esitligi elde edilir.

Simdi kararh sistemler igin (0, ¢] gibi bir zaman araliginda, sisteme girig yapan ortalama
birim sayisi ile sistemden hizmet alip ¢ikig yapan ortalama birim sayisinin dengede oldugu
bilinmektedir (dogum-6liim stregleri gibi). A rastgele degiskeni ile sisteme (0,¢] zaman
araliginda girig yapan birimlerin sayisini, D rastgele degigkeni ile sistemden (0, t] zaman

araliginda hizmet alip ¢ikan birimlerin sayisini gosterelim. Bu durumda,

E[A| =Xt [P+ Pi+Py+ ...+ P, 4 Py + ..

=1

ve

E[D) = pt 1Py + 1Py + 1Py + ... + 1Py + 1Py1 + ...

=Lservis

bi¢iminde elde edilirler. Denge durumu goz ontie alinirsa

E[A] = E[D] - Lservis = i

serviste olmasi beklenen birim sayisi elde edilebilir.

Ornek 2.1. Tek bir pisti olan bir hava alanina saatte 3 ucak inis yapmaktadir. Herhangi

bir ucagin kalkig i¢in hazirlanmasi ortalama 10 dakika, hava alanindan ayrilmasi ise
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ortalama 5 dakika siirmektedir. Buna gore,
(a) Servis hizini,
(b) Trafik hizim,
(c) Bir saatlik zaman dilimi igerisinde, kalkig yapmay1 bekleyen ortalama ugak sayisin,
(d) Bir ucagin kalkig i¢in bekledigi ortalama siireyi (dakika cinsinden),

bulunuz.

Coziim: (a) Herhangi bir u¢agin pistten ayrilma stiresi ortalama 10+ 5 = 15 dakikadur.
Dolayist ile havaalani saatte 4 ucaga hizmet verebiliyor yani p = 4 olarak bulunur.

A3
(b)y A=3olup, p=—= 1 hava alani sistemi i¢in trafik hizidir.
P

P’ (9/16) ~ .

(¢) Ly, = 1 =1_3 /i = 2.25 = 2 kalkig i¢in sirada bekleyen ortalama ugak sayisidir
j— p j—

(herhangi bir bir saatlik zaman dilimi icersinde).
L 2.25

(d) W, = Tq =—5 = 0.75 x 60 = 45 dakika olarak bulunur.
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