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5. HAFTA

2.7 M/M/1/oo/oc sistemi icin Bekleme zamaninin dagilimi

1

) dir. Sis-

]

temde rastgele sayida birim bulunmaktadir. Eger N rastgele degiskeni sistemde bulunan

birim sayisini gosterirse, N = n gozlendiginde toplam servis zamani S = Z T; rastgele
j=1

degiskeni ile gosterilecektir. Bu durumda, S rastgele degiskeninin dagilim Gamma(a =

T} rastgele degiskeni j. birimin hizmet stiresi olsun. Biliyoruz ki, T} ~ Ustel(

1
n, [ = —) olacaktir. S rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

fs(t) = "Mt >0

seklindedir. T, rastgele degiskeni ise sisteme yeni girig yapan bir birimin bekleme zamam
olsun. T} rastgele degiskeninin dagilhmin iki parcada inceleyecegiz ciinkii sifir noktasi
(yani sistemde higbir birim yok iken bekleme yapmadan hizmet alacak) bir stireksizlik
noktasidir. F,(t) ile T, rastgele degiskeninin dagim gosterilirse, F;(0) birimin serviste
hig beklememesi olasihgidir. Bu olasihk F,(0) = Py = 1 — p dur. Ikinci olarak, T, > 0
oldugu durum diistintilecektir. Bekleme zamaninin olasilik yogunluk fonksiyonu f,(¢) ile

gosterilirse, toplam olasilik formiili yardimi ile

TL

t" fe (1 —p)p"

:ZPT’ =t|N =n)Pr(N Z

=t st Py

_utz . tn n+1 —P,U 1_ 6 utz (18)

%,_/
eput

=pp(1 — p)e =7
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bi¢iminde elde edilir. Buradan, bekleme zamaninin dagilim fonksiyonunu,

t
F,(t) =F,(0) —l—/ pu(l — p)e—ut(l—p)dt =(1-=p) +p (1 . e—,u(l—p)t)
0

p(176—u(1—p)t) (19)

=1 — pe_u(l_p)t =1 pe—(u—k)t

olarak elde edilir. Simdi bu birim bagina kuyrukta gecen ortalama siireyi teyit etmek

icin 77 rastgele degiskeninin beklenen degerini bulalim:

oo oo o p
W, = E[T, :/ 1 — F(t dt:/ o~ =Ntgy — P

q [T,] 0 ( ¢(1)) 0 1% L—\
seklinde elde edilir. Simdi sistemde geigirilen zamani goz ontine alalim. Eger sistemde
hi¢ bir birim yok ise, yeni gelen birim 1/u ortalama ile hizmet alip gikacaktir. Sistemde
en az bir birim var ise, sistemde gegirilen zaman, T' = [T;|T, > 0] rastgele degiskeni ile

tanimlanabilir. Buna gore,

P
Pr(T > t) = Pr(T, > t|T, > 0) =

.. 1

olup, T NUstel<)\> dir. Bu sonuca gore, sistemde ortalama gecirilen zaman da
//L —

teyit etmis olduk.

Ornek 2.2. (Havalan1 6rnegi devam)
(e) ucagin kalkis i¢in hi¢ beklememesi olasiligini
(f) ucagin kalkig igin 5 dakikadan fazla beklemesi olasiligin
(g) Kalkis i¢in sirada en az iki ugagin beklemesi olasiligini

bulunuz.
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3 1
Coziim: (e) Py =1— 1-1
5 _(4-3)5
(f) Pr T, > — | =0.75e” 750 = 0.69

60
ot

1 /3\1
Pss=1—[Po+ P +P)=1—|-+(2)=
(8) Puxs [Py + Py + P L+<4>4+

Ozet olmasi bakimmdan, M/M/1/0co/oo kuyruk sistemi i¢in gerekli formiilleri agagida

verilecektir.
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M/M/1 Kuyruk Sistemi i¢in Formiiller

1
A gelig hizi, geligler aras1 zaman 1 ortalamali tistel dagilim
. .. . o1 , g
i servis hizi, birimlerin servis stiresi —  ortalamal tistel dagilim
I
n  sistemde bulunan birim sayisi
. . A
p  trafik yogunlugu — <1
!
Py,  sistemin bog kalmasi olasihgt 1 —p

P,  sistemde n birim olmasi olasihgr (1 — p)p"

Pr (sistemde en az k birim bulunmasi) = p*

2

L,  kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi 1
—p

Lygervis  serviste olmasi beklenen birim sayist  p

L sistemde olmasi beklenen birim sayis1 L = L + Lgepvis = %
=P
L p A
W, kuyrukta gecen beklenen siire =~ —% = =
! A (=) (= Nu

Weervis ~ serviste gegen beklenen siire  —
1

1

W sistemde gegen beklenen siire W = W, + Weeppis = T
M —

T,  kuyrukta bekleme zamani
Pr(T,<t)=1— pe =Mt
T  sistemde gegirilen stire

Pr(T<t)=1—¢e Wt
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Ornek 2.3. Bir bankanin Otomatik Para Transfer Makinesine sadece para cekmek icin
5 dakikada ortalama 2 miisteri gelmektedir. Banka yonetimi sistemde 5 miigteriden daha

az olmasi olasiliginin en az 0.92224 olmasini istemektedir.
(a) Makinenin saatte en az kag migteriye hizmet vermesi gerekir?

(b) Bir miusterinin kuyrukta bekleme siiresinin 1 dakikadan fazla olmasi olasiligim

hesaplayiniz.

Coziim: Oncelikle sisteme gelis hizini saatlik olarak hesaplayalim: 5 dakikada ortalama 2
misteri geliyorsa, 60 dakikada ortalama 24 miigteri gelir. Dolayisi ile A = 24 alinmalidir.
Ancak servis hizi p bilinmemektedir. Buna gore,

(@) Pocs = 1 — Pusy = 1 — p° > 0.92224 = p = (1 —0.92224)5 => p = 0.60 olarak
A 24

bulunur. Buradan, servis hiz1 y = —

) = 060 — 40 seklinde hesaplanir.

(40—24)

1
(b) Pr|T, > a0 | = 0.60e” "6  ~ 0.46 olarak elde edilir.

saat

Ornek 2.4. Bir vestiyer imalathanesinde dolap kapaklar1 montaj1 iinitesinde 1 kisi ca-
lismaktadir. Bu kisi bir saatlik zaman dilimi icerisinde ortalama 12 vestiyerin kapak-
larin1 monte edebilmektedir. Saatte 10 vestiyer, tiretim bandindan kapak montaji igin
gonderilmektedir. Kaynagin sonsuz oldugu, vestiyerlerin kapak montajina génderilmesi
arasindaki stirelerin iistel dagilimli oldugu, montaj siirelerinin de tstel dagilimh oldugu

kabul edilmektedir. Buna gore, siklarda istenilenleri cevaplayiniz.

(a) Herhangi bir saatlik zaman dilimi i¢inde montaj kuyrugunda olmasi beklenen ves-

tiyer sayisini,
(b) Dakika cinsinden ortalama olarak kuyrukta gecen stireyi,
(c) En az 4 vestiyerin kapak montaji i¢gin kuyrukta bekletilmesi olasihigini,

(d) Bir vestiyerin kapak montaji igin 15 dakikadan fazla bekletilmesi olasihigini,
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(e) Kapak montajinda ¢aligan ig¢inin herhangi bir saatlik zaman dilimi igerisinde top-

lamda bog kaldig1 ortalama siireyi,

hesaplayiniz.

Coziim: Oncelikle verilen bilgilere gore, belirleyebildigimiz karakteristikleri yazalim;

5
=12 ve A = 10 olup, trafik yogunlugu, p = 5 olarak belirlenir. Buna gore,

2
1
(a) L, = 1<5—/(;)/6 =4+ 6~ 4 olarak bulunur.
2
(b) W, = <(150/6> 60 = 25 dakikadir.

5 5
(c) Pi>s = <6) = 0.4019 olarak bulunur.

1 _
(d) Pr (Tq > 6(5)) — Zem 2% — 0.5054 olarak elde edilir.

() Ph = 1—(5/6) = 1/6 galisanin bir saatlik zaman dilimi icerisinde bosg kalmas:
olasiligr olup, herhangi bir saatlik siire zarfi i¢inde, ortalama 60/6 = 10 dakika bos

kalmas1 beklenir.

Ornek 2.5. Bir bankanim miisteri hizmetlerinde tek kisi hizmet vermektedir. Miigteriler
ortalama 10 dakikada bir arama yapmaktadir buna kargin ortalama servis siiresi ise 6

dakika stirmektedir. Buna gore,

(a) Miigteri hizmetlerinin bog kalmasi olasiligini hesaplayiniz.

(b) Kuyrukta aramay: bekleyen ortalama miigteri sayisin1 bulunuz. (saatte)
(¢) Kuyrukta gegen ortalama stireyi hesaplaymniz. (dakika)

(d) En az bir mugterinin beklemesi olasihigin1 hesaplayiniz.

(e) Bir miigterinin kuyrukta bekleme stiresinin 3 dakikadan fazla olmasi olasiligini

hesaplayiniz.

(f) Asagida 10 aramaya ait aramalar arasi siire ve operatoriin verdigi hizmetin siire-
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leri verilmigtir. Buna gore, 10 arama i¢in kuyrukta bekleme stirelerini hesaplayiniz.

Miigterilerin aramalar1 arasindaki siire | 18 | 2 |12 |6 [ 18 |5 |13 |4 | 4 |3

Hizmet sureleri 511519 (11114 2155

Coziim: Sistem M/M/1 sonsuz kuyruklu sistemdir. Gelig hizi, A = 6 (saatte 6 mugteri

aramaktadir), servis hiz1 ise saatte p = 10’ dur. Buradan trafik yogunlugu p = — =

6
0= 0.6 oldugu goriiltir.

b) L, = =0. = ~ 1
(b) Ly P 0.675—5 =09

L, O .
(c) Wq:72—20.15(x60):9dak1ka

3 _
(e) Pr (Tq > 60) = pe~ V= 0.6¢" (10O = 0.6¢ = 0.4912.
(f)
Arama zamanlar1 (birikimli) 18 |20 1321|3856 |61 |74|78|82| 8

Arama Zamanlari+Hizmet stireleri | 23 | 38 | 47 | 48 | 67 | 68 | 78 | 80 | 97 | 102
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Tabloyu okumaya caligtigimizda, birinci miusteri 18. dakikada geliyor, 5 dakika hizmet
siiresi sonunda 23. dakikada sistemden ayriliyor. Bu sirada, ikinci miisteri 20. dakikada
sisteme dahil oluyor. Yani 3 dakika birinci miisteriyi bekliyor. 15 dakika hizmet stiresi
eklendiginde 38. dakikada sistemden ayriliyor. 3. miisteri 32. dakikada geldigi i¢in 6

dakika bekledikten sonra hizmet aliyor. Bu sekilde devam ettirilirse, bekleme siireleri

Bekleme stireleri |03 6190600012

seklinde elde edilir.

Ornek 2.6. Bir bankanin gisesine fatura yatirmak icin 5 dakikada ortalama 2 miisteri
gelmektedir. Banka yonetimi sistemde 4 miisteriden daha az olmasi olasiliginin en az

0.9222 olmasini istemektedir. Buna gore,
(a) Gige memurunun saatte en az kag miigteriye hizmet vermesi gerekir?

(b) Bir miugterinin kuyrukta bekleme siiresinin 1 dakikadan fazla olmasi olasihgini he-

saplaymiz (en az hizmet vermesi gereken ortalama migteri sayisim dikkate aliniz).

Coziim: Sistem M /M /1 sonsuz kuyruklu sistemdir. Gelig hizi, A = 24 (saatte 24 miig-

teri gelmektedir).
(2) Poca=1—Poos=1—p">0922 = p<0.6 = p>40

1 1 )
(b) Pr (Tq > ) — pe Nt — 66710208 — (66T — 0.4596.

60

Ornek 2.7. Giiniin 10 saati acik olan bir motor yag1 degisim istasyonunda tek kisi ca-
higmaktadir. Bu istasyona miigteriler ortalama 10 dakikada bir gelmekte olup, ortalama

hizmet siiresi ise 8 dakikadir. Arag¢ bagi ticret 40 lira olup, ortalama gider ise saatte

34



40 liradir. Istasyon sahibi 50000 lira tutarinda yeni ekipmanlar aldiginda kar-zarar ba-
kimindan nelerin degisecegini merak etmektedir. Oyle ki, bu yeni ekipman sayesinde
ortalama servis stiresi 4 dakikaya inecek olup, ortalama 8 dakikada bir miigteri gelece-
gini ongormektedir. Eski ekipmanlarin bog kalma maliyeti saatlik olarak 10 lira, yeni
ekipmanlarin ise 20 lira oldugu diigtiniilmektedir. Geligtirme 6ncesi ve sonrast durum-
larini karsilagtiriniz. Isletmeci almay1 planladigi ekipmanlarin maliyetini ortalama kag

glinde ¢ikarir.

Coziim: Sistem tek kanalli, sonsuz kapasiteli, geligler arasi stire ve hizmet siireleri iis-
tel dagihmh olup, M/M/1/00/oo kuyruk modelidir. Simdi, geligtirme 6ncesi ve sonrasi

olmak ftizere agagidaki tabloyu olusturalim:
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Oncesi Sonrasi
A 6 7.5
1 7.5 15
p 0.8 0.5
Giinliik Ortalama Gelir 40 x 6 x 10 = 2400 40 x 7.5 x 10 = 3000
Giinliik Ortalama Gider 40 x 10 =400 40 x 10 =400

Ginlik Ortalama Bog Kalma Maliyeti | F,,.. X 10 x 10 = 20

Py..... % 20 x 10 = 100

Gunlik Ortalama Kar 1980

2500

Ekipman alindiginda, giinliik ortalama kar 2500 lira olup, bu sayede giinliik ortalama

kazang 2500 — 1980 = 520 lira olarak hesaplanir. Bu durumda, ortalama 50000/520 = 96

giinde maliyeti ¢ikarabilir.
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