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8. HAFTA

4.7 M/M/1/N/oco sistemi icin Bekleme zamaninin dagilimi

.. 1
T} rastgele degiskeni j. birimin hizmet stiresi olsun. Biliyoruz ki, T} ~ Ustel() dir. Sis-
L

temde rastgele sayida birim bulunmaktadir. Eger M rastgele degiskeni sistemde bulunan

birim sayisin1 gosterirse, M = m gozlendiginde toplam servis zamani S = Z T; rastgele
j=1
degigkeni ile gosterilecektir. Bu durumda, S rastgele degiskeninin dagilimi Gamma(a =

1
m, § = —) olacaktir. S rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

m

fslt) = s

tm et >0
(m —1)! ‘

seklindedir. T, rastgele degiskeni ise sisteme yeni girig yapan bir birimin bekleme zamam
olsun. T} rastgele degiskeninin dagilmin iki parcada inceleyecegiz ciinkii sifir noktasi
(yani sistemde higbir birim yok iken bekleme yapmadan hizmet alacak) bir stireksizlik
noktasidir. F,(t) ile T, rastgele degiskeninin dagihm gosterilirse, F;,(0) birimin serviste
hic beklememesi olasiligidir. Ote yandan, gelis yapan bir birimin sisteme dahil olmas1 icin
sistemin dolu olmamasi gerekmektedir. Denge durumunda, gelen bir miigterinin sisteme

dahil olmama olasihgr Py dir. Sistemde n(n < N) sayida birim var iken gelig yapan

n

bir birimin sisteme dahil olmasi olasiligi ise 1 seklinde verilir. Buna gore, F,(0) =
B

1 - Py

olasilik yogunluk fonksiyonu f,(¢) ile gosterilirse, toplam olasilik formiilii yardim ile

- 4N

dir. Tkinci olarak, T, > 0 oldugu durum diisiiniilecektir. Bekleme zamanimin

N-1 1 —1 m
f,() =S Pr(S =t|M=m)Pr(M =m) = S M _gmtemtp o (33)
m=1 1_PNm:1<m—1)'
Fs(®) P,
1— Py
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bigiminde elde edilir. Buradan, bekleme zamaninin dagilim fonksiyonu,

+/ fo(®) 2(0) + 1 _1PN mz: / - 1) e

1

1 N-1 00 ,um )
=F,(0 P.(1 —/ — " le Mt
()+1_PNm:1 ( t (m—1)! ‘ >
1 N-1 m—1 7,ut t
RO+ — Y B, (1Y S
1 - PN m=1 r=0 T! (34)
P 1 N-1 —ut  N-1 m—1 )"
P+ Py 5 p, 3
1_PN 1_PNm1 1_PNm71 r—0 r!
_ B N e R R ()
1 - PN m Op 1 PN m=1 r=0 rl
4 (1 _ p) efpt N-1 mm—l (Mt)r
1 pN m=1 r=0 7‘!

olarak elde edilir. Simdi bu birim bagina kuyrukta gecen ortalama siireyi teyit etmek

icin 77, rastgele degiskeninin beklenen degerini bulalim:

W, —E[T, :/O°° (( p)fv’““N 1pm’”‘1 (ut')r> o

P m=1 r=0 :
1— p N-1 . —1 00 e_ut/ﬁr+1tr
:M (1—pN) mzzjlp r=0 </0 r! dt)
=1 (35)
1—p = 1—p p(l—pN) Np™(1 - p)
p(d=p™) =" T =) (1-p)°

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2. (Ayakkabi diikkani1 6rnegi devam)

(g) Yeni gelen bir miigterinin hizmet gorebilmesi olasihginin en az %95 olabilmesi igin

kag bekleme yerine daha ihtiyag¢ vardir?

(h) Bir miigterinin kuyrukta 6 dakikadan fazla beklemesi olasiligini hesaplayimiz.
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Coziim: (g) Sistemde n miisteri bulunmasi olasihiginin 0.05” ten kiigiik ya da esit ol-
mas1 gerekir ki, yeni gelen bir misteri %95 veya daha yiiksek olasilik ile sisteme giris

yapabilsin. Ona gore,

In (20(1 — p) + p)
—In (p)

1 — pn-i-l

p*(1=p)

1 n
220:><> >201—p)+p=>n>
p

. In(24) — In (5)
~ In(5) —1In(4)
daha ihtiyag¢ vardir.

= 7.03 = n > 8 olmahdir. Bu sonuca gore, en az 4 bekleme yerine

(h) esitligi dikkate alinirsa,

3

_ e—15(0.1) 3 m—1
Pr(T,>0.1) = 1 14_/5(21/5) 2_: 4/5" > (05)

r=0

_a _14_/2/;)15 " l;l(n + (;l)Q (141.5)+ (;‘)3 (1 154 1;)]

=0.0756[4.256] = 0.3218

rl

olarak hesaplanir.

Ozet olmast bakimidan, M/M/1/N/oco kuyruk sistemi icin gerekli formiilleri agagida

verilecektir.
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M/M/1/N Kuyruk Sistemi i¢in Formiiller

1
A gelig hizi, geligler aras1 zaman X ortalamali tistel dagilim

1
i servis hizi, birimlerin servis stiresi —  ortalamal tistel dagilim

]
n  sistemde bulunan birim sayisi
N sistemin kapasitesi
y . A
p  trafik yogunlugu  —
1
R L
0 sistemin 0§ Kalmasl Olasiiigl 1—7107\[“
: . o L=p
P,  sistemde n birim olmasi olasihgi p 1_710]\”1
P sistemin dolu olmas1 olasilig v 1=p
N 8 P 1— pN+1
1—pF
Pr (sistemde en az k birim bulunmasi) =1 — ————
1 — pN+l

P (14 p¥(N —1) = Np¥~1)

L kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi
: A= (19

Lgervis  serviste olmasi beklenen birim sayist  pesy

L sistemde olmasi beklenen birim sayisi

_ _ 1
L_Lq—i_Lserm’s—fp—{_(N_*—l) [1_w]
L A(1+pN(N —1)— NpN-t
W,  kuyrukta gecen beklenen stire = = ( ( ) w )
Aet plp = A) (1= pN)
. . servis 1
Wervis  serviste gecen beklenen siire =
Aerr M

W sistemde gecen beklenen stire
p(1=pN) = NANTH (1 - p)
plp = A) (1 590")

W = Wq + Wservis =




M/M/1/N Kuyruk Sistemi i¢in Formiiller (Devam)

T,

¢  kuyrukta bekleme zamamni

(1_)0) e—ut N-1 mm—l (,U,t)r
Pr(qut):l—il_pN Zp Z .

m=1 r=0

T  sistemde gegirilen stire

Ornek 4.3. Haftanin 5 giinii ve giinde 8 saat acik olan bir berber ditkkanini géz éniine
alahm. Bu diikkana miigteriler ortalama 15 dakikada bir gelmekte olup, ortalama hiz-
met stiresi, 12 dakikadir. Ditkkanda sadece 2 bekleme koltugu bulunmaktadir. Ortalama
hizmet ticreti 20 lira oldugu diigtintiltirse, kuyruk modelini olugturup, ilgili karakteristik-
leri belirleyiniz. Diikkana yeni bir bekleme koltugu alindiginda karakteristikleri yeniden

belirleyiniz.

Coziim: Ilgilenilen sistem M/M/1/N = 3 kuyruk sistemidir. Haftalik ortalama gelir ve

kayb1 bulacak sekilde bir tablo hazirlayalim.
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Karakteristikler N = 3 koltuk N = 4 koltuk
A 4 4
W ) )
0 0.8 0.8
Py 0.3388 0.2975
P 0.2710 0.2380
P, 0.2168 0.1904
Py 0.1734 0.1523
Py —— 0.1218
Aess A[1 — Py] = 3.3064 3.5128
Pess 0.6613 0.7026
Haftalik Ortalama Gelir 8 x5 x 20 x 3.3064 = 2645.1 2810.2
Haftalik Kaybedilen Ortalama Gider | 800 x (4 — 3.3064) = 554.88 389.76
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[ ***¥Servis hiz1 arttirilirsa ne olur?***

Ornek 4.4. Tekin Bey’ in tek bagma calistigi bir araba yikama istasyonu vardir. Bir
arag yikanirken 2 arabalik bekleme yerinde de siradaki araclar bekleyebilmektedir. Saatte
ortalama 6 miigteri gelmekte ve Tekin Bey ortalama 20 dakikada bir araci temizleyip

miisteriye teslim etmektedir.

(a) Tekin Beyin bog kalmasi olasiligi nedir?

(b) Istasyondaki ortalama miisteri sayis1 (saatte) nedir?

(c) Saatte ortalama kag miigterinin geri donmesini beklenir?

(d) Bir miigterinin sistemde harcadig toplam ortalama zaman (dakika)
(e) Kuyrukta bekleyen ortalama miigteri sayisi (saatte)

(f) Arabasini yikatmaya gelen Ilteris Bey’ in o an arabasmi yikatabilmesi ihtimali

nedir?

Coziim: Sistem M/M/1/3 tek kanalli sonlu kapasiteli kuyruk sistemdir. Gelig hiz,

A = 6, servis hiz ise saatte y = 3’ tiir. Buradan trafik yogunlugu p = 2 oldugu gortliir.

(a) Py = 5 = 1/15, Tekin Bey, 60 dakikalik zaman dilimi igerisinde ortalama 4

1-2
dakika bog kalmaktadir.
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(b)L:—2+(4)[1— — 24415~ 2

=
(c) Oncelikle istasyonun dolu olmast olasihigini hesaplamalyiz; P3; = 8(1/15) = 8/15

olup, 6(8/15) ~ 3 misterinin geri dénmesi beklenir.

4/15 1
(d) Aess = 6(1 —8/15) = 14/5 olup, W = 415 17 (60) ~ 49 dakikadr.
14/5 21
A1+ 8(2) — 3(4
(e) L, = ( +8(1; 3(4)) =4/3 ~ 1 dir.

(f) Istasyonun yeni gelen bir miisteriye servis edebilir olmasi gerekmektedir. P,<o =
1— Py =1-8/15 = T7/15 = 0.4667 ~ %47 olasilik ile Ilteris Bey arabasi istasyonda

yikatabilir.

Ornek 4.5. M/M/1/N kuyruk sisteminde, trafik hizinim p = 0.90 oldugunu varsayalim.
Hizmet alamayanlarin ortalama sayisinin, hizmet alabilenlerin sayisina oraninin 1 : 4’
ten kiigiik kalabilmesi i¢in en az kag bekleme yerine ihtiyag vardir? N = 3 i¢in trafik

hiz1 p hangi aralikta deger almahdir ki bu oran yine 1/4’ ten kiigiik kalsin?

—_

A=Aepr APy 1
s A[1—Py] ~ 4

elde edilir. Bu esitsizlik yardimi ile N >

Coziim:

1
olmasi istenmektedir. Buradan, Py < 3 esitsizligi

—log(b — 4(0.90))
10g(0.90)
Bu sonuca gore N > 4 olmalidir yani en az 3 bekleme yerine ihtiyag vardir. Sorunun

= 3.1935 olarak bulunur.

ikinci kismi igin, 5p3 — 4p4 — 1 = 0 polinomunun koklerini matlab programi yardimi ile

roots([-4 5 0 0 -1]) komutunu kullanarak buldugumuzda, p < 0.8689 sonucuna ulagilir.

Ornek 4.6. Bir benzinlikte bir oto lastik degisim istasyonu ve 4 arac kapasiteli bekleme
yeri bulunmaktadir. Istasyona saatte ortalama 6 araba gelmektedir. Aracin lastiklerinin
ortalama takilma siiresi 30 dakika siirmektedir. Poisson gelisli ve Ustel hizmet siireli bu

sistem i¢in

(a) Istasyonda ve kuyrukta olmasi beklenen arac sayisini bulunuz.
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(b) Lastik degigim ticreti ortalama 50 lira olduguna gore, sabah saat 8 : 00’ den aksam

saat 6 : 00’ ya kadar ¢aligan servisin giinliik ortalama ne kadar kazanmasi beklenir?
(¢) Bu istasyonun gunlitk ortalama zarari nedir?
(d) Istasyonda bir arac sahibinin harcadigi ortalama siireyi bulunuz.

(e) Istasyon en az %95 olasilik ile calisiyorsa, yonetici yeni bir makina daha almak iste-

mektedir (yani hizmet kanal sayisii artirmak istemektedir). Cevabiniz ne olurdu?

Coziim: Sistem M/M/1/5 tek kanalli sonlu kapasiteli kuyruk sistemidir. Gelig hiz,

A = 6, servis hizi ise saatte u = 2’ dir. Buradan trafik yogunlugu p = 3 oldugu goriiliir.

@)L:—L&+wﬁ1 }:45%2%5

136

C32(1+35(4) - 5(3Y) N
L, = (D) = 3.5110 ~ 4.

(b) Oncelikle istasyonun dolu olmasi olasihgmi hesaplamahyiz; Ps = (3°)(0.0027) =
0.6676 olup, buradan Ay = 6(1 — .6676) = 1.9945 ~ 2 miisterinin hizmeti almas1 bek-
lenir. Giinde 10 saat ve arag bagina ortalama 50 lira kazang saglandigina gore, ortalama

kazang, 10 x 50 x 2 = 1000 olarak hesaplanir.

(c) Ortalama 4 arag sistem dolu oldugu i¢in gitmektedir. Dolayisi ile giinliik ortalama

zarar, 10 x 50 x 4 = 2000 olarak hesaplanir.

45082

= T o015 = 2.2603 saattir.

(d) W

(e) Sistemde en az bir aracin olmasi gerekmektedir. Buna gore, P>y = 1 — Py =

1— 1:736 = 0.9973 olup, yeni bir kanal acilabilir.

Ornek 4.7. Istatistik Boliimii'nde ortak kullamima ait tek bir yazici bulunmaktadir.

Bu yaziciya saatte ortalama 3 is ulagsmaktadir. Yazicinin istenilen isi bitirme stiresi ise

ortalama 15 dakikadir. Yaziciya iletilen is talepleri arasi gecen zaman stiresi ile yazicinin
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is bitirme siiresinin tstel dagilimli oldugu varsayimi altinda;

(a) Ilgili kuyruk modelini olusturunuz.

(b) Gelis iz1 ve hizmet hizi parametrelerini belirleyiniz.

(c)
(d)
(e)

Trafik yogunlugunu bulunuz.

Yazicinin bosg kalma olasiligini bulunuz.

n=1,2,3,...,10 icin yazicida n ig olma olasiliklarin1 bulunuz.
Yazicida olmasi beklenen ortalama is sayisin1 bulunuz.
Kuyrukta olmasi beklenen ortalama ig sayisin1 bulunuz.
Sistemde olmasi beklenen ortalama ig sayisin1 bulunuz.
Yazicida gegen ortalama ig stiresini bulunuz.

Kuyrukta gecen ortalama bekleme siiresini bulunuz.

Sistemde gecen ortalama siireyi bulunuz.

Bir igin kuyrukta 20 dakikadan fazla bekleme olasiligi nedir?

Yazic1 daha hizli bir moda alinip ig bitirme siiresi ortalama 10 dakikaya indirilirse

c-1 de istenenler nasil degisir? Hesaplayip yorumlayiniz.

Yazic1 daha yavag bir moda alinip ig bitirme stiresi ortalama 30 dakikaya ¢ikarilirsa
c-1 de istenenler nasil degisir? Hesaplayip yorumlayiniz. NOT: Trafik yogunluguna
dikkat ediniz.

Coziim: (a) M/M/1/oo tek kanalli sonsuz kapasiteli kuyruk sistemidir.
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(b) Gelig hizi, A\ = 3, servis hiz1 ise saatte p = 4’ tiir.
(c) Trafik yogunlugu p = 0.75.
(d) Py=1—p=0.25.

(e)

Fy

Pig

(

1 =

(h) L =2.25+0.75 = 3.

1
(1) Wiervis = 1% (60) = 15 dakika.

0.75

() Wq:4_3

x (60) = 45 dakika.

(k) W = 45 4 15 = 60 dakika.

20 )
(1) Pr (Tq > 60) = 0.75¢" 35 = 0.5374.

(m) sikkinda istenilenleri agagidaki tablolarda verelim;
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Karakteristikler w=4 ©w="06
p 0.75 0.50
P, 0.25 0.50
Lservis 0.75 0.50
L, 2.25 (1?555) = 0.50
L 3 1
Wervis 15 10
W, 45 10
W 60 20
Pr (Tq > 28) 0.75¢" 9% — 0.5374 | 0.5¢"C9% = 0.1839

60




P P Ps Py P P P Py Py Pyg
=41 0.1875 | 0.1406 | 0.1055 | 0.0791 | 0.0593 | 0.0445 | 0.0334 | 0.0250 | 0.0188 | 0.0141
pw==6 | 0.2500 | 0.1250 | 0.0625 | 0.0313 | 0.0156 | 0.0078 | 0.0039 | 0.0020 | 0.0010 | 0.0005

(n) © = 2 oldugunda, trafik yogunlugu, p = 1.5 > 1 olup, sistem kararli durumda

olmamaktadir. Bu nedenle, karakteristikler sonsuz kuyruk olmaktadir.

Ornek 4.8. Yukardaki soruda, yaziciya 10 is ulagtiginda daha fazla is kabul etmeme

varsayimi yapilirsa a-n de istenenleri yeniden bulunuz ve yorumlayiniz.
Coziim: (a) M/M/1/N = 10 tek kanalli sonlu kapasiteli kuyruk sistemidir.
(b) Gelig hiz1, A = 3, servis hiz1 ise saatte p = 4’ tiir.

(c) Trafik yogunlugu p = 0.75.

I—p
(d) Py = T 0.2610.

(e)

P Py Py Py Ps Ps P Py Py Py

0.1958 | 0.1468 | 0.1101 | 0.0826 | 0.0619 | 0.0465 | 0.0348 | 0.0261 | 0.0196 | 0.0147

(£) Lyersis = 0.75[1 — Py] = 0.7390.

B 0.75% (1 + 0.75'°(9) — 10(0.75%))
(8) Ly = (1 —(0.75)1)(1 — 0.75)

= 1.7760 =~ 2.

(h) L = 1.776 4+ 0.739 = 2.5150 ~ 3.
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(i) Oncelikle, efektif gelis hizin1 bulmaliyiz; A.;; = A[1 — Pjg] = 2.9559 olarak hesaplanir.

0.739

rUIS — A A~ = 15. ~ 15 dakika.

se 2.0550 X (60) 5.0005 5 dakika
1.7760

] = = 36.0499 ~ kika.

(4) W, 59550 < (60) = 36.0499 ~ 36 dakika

(k) W = 36 + 15 = 51 dakika.

20 (1—0.75)e"43 2 ml(4/3)
) Pr(T,> )= 75™ — 0.4899.
w r( Q>60) o 2 0T 2 = 04899

(m) sikkinda istenilenleri agagidaki tablolarda verelim;
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Karakteristikler | pu =4 =06
p 0.75 0.50
Py 0.2610 0.5002
Lyervis 0.7390 | 0.50[1 — 0.5'°(0.5002)] = 0.4998
L, L6 | 02 ((fj ((()?)5(;‘1?1)0(1__13%59)) = 0.4949
L 2.515 0.9947
Wiervis 15 10
W, 36 0.1650 x (60) = 9.9028 ~ 10
W 51 20
Pr (Tq > 20) 0.4899 0.1821
60
Py Py Py Py Ps B Py Py Py P
=06 | 0.2501 | 0.1250 | 0.0625 | 0.0313 | 0.0156 | 0.0078 | 0.0039 | 0.0020 | 0.0010 | 0.0005

(n) g = 2 oldugunda, trafik yogunlugu, p = 1.5 > 1 dir. Kapasite sonlu oldugundan
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modelin karakteristiklerini elde etmek mumkiindiir:
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Karakteristikler Formuller =2
A
p — 1.50
1—p
P = pior 0.0058
P p'°Py 0.3345
e AL = P 1.0034
Al —-P
Pefs AlL = Po] 0.5017
I
Lservis Peff 0.5017
2 (14 (9)p! — 10p°
L, P+ 1)1p r) 7 1345
(1-p"(1-p)
L Ly + Lgervis 7.6362
1
Wservis - 30
L
Ly
W, 7.1108 x (60) = 426.645
Acsy
w Wy + Wervis 456.645
20 (1—1.5)e23 2 =l (2/3)
Pr(T,> — 1.5™ o 6372
r( v 60) T DR D 0037
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p=21 0.0087 | 0.0130 | 0.0196 | 0.0294 | 0.0440 | 0.0661 | 0.0991 | 0.1486 | 0.2230

Ornek 4.9. Konusmay1 cok seven kiicitk bir mahalle bakkalina sahip Ismet Bey’in or-
talama hizmet siiresi 4 dakikadir. Miisteriler ortalama 5 dakika ara ile bakkala gelmek-
tedirler. Bakkal 4 kisilik bir yere sahiptir ve bakkalin dolu oldugunu goren bir miisteri

ihtiyaclarini bagka bir yerden kargilamaktadir. Buna gore,

(a) Ismet Bey 1 saatlik zaman dilimi icerisinde ortalama kac dakika yalmz kalr?
(b) Ortalama miigteri sayisi nedir?
(c¢) Ortalama hizmet alamadan geri dénen miisteri sayisi nedir?

(d) Bakkalda bir miigterinin ortalama harcadig: stire kag dakikadir?

Coziim: Model, M/M/1/N = 4 tek kanalli sonlu kapasiteli kuyruk sistemidir. Gelig hiz,

A = 12, servis hiz1 ise saatte p = 157 tir. Trafik yogunlugu p = 0.8 olarak hesaplanir.

(a) Ismet Bey’ in herhangi 1 saatlik zaman dilimi icerisinde bos kalmasi olasihgi, Py =

1—

17'05 = 0.2975 olup, 0.2975 x (60) = 17.8486 ~ 18 dakika yalniz kalmaktadir.
—p

(b) L = P, 4 2P, + 3P5 + 4P, = 0.2975(0.8 4+ 2(0.8%) + 3(0.8%) + 4(0.8%)) = 1.5632.

(c) AP, = 12(0.2975(0.8)*) = 1.4623.

L 1.5632

d pum pu—
(W Aepp 12 —1.4623

= 0.1483 x (60) = 8.9006 ~ 9 dakikadur.
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