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10. HAFTA

5.7 M/M/K/ /oo sistemi icin Bekleme siiresinin dagilimi

.. 1
T} rastgele degiskeni j. birimin hizmet siiresi olsun. Biliyoruz ki, T ~ Ustel() dir.
I

Yeni gelen bir birimin bekletilmesi i¢in sistemde bulunan birim sayisinin n > K olmasi

gerekmektedir. Bu durumda, yeni gelen birim en fazla n — K + 1 birimin hizmet gérme-

sini bekleyecektir. Sistemde rastgele sayida birim olduguna gore, N rastgele degiskeni

sistemde bulunan birim sayisim gosterirse, N = n (n > K) gozlendiginde toplam servis
n—K+1

zamani S = Z T; rastgele degiskeni ile gosterilecektir. Bu durumda, S rastgele de-
j=1

1
gigskeninin dagihmi Gamma(ao =n— K+ 1,5 = K—) olacaktir. S rastgele degiskeninin
i

olasilik yogunluk fonksiyonu ise

K n—K+1
fs(t) = ) (n”)_ ) trKe Kut >0

seklindedir. 77, rastgele degiskeni ise sisteme yeni giris yapan bir birimin bekleme zamamni
olsun. T} rastgele degiskeninin dagilmin iki parcada inceleyecegiz ciinkii sifir noktasi
(yani sistemde kanal sayisindan az birim var iken bekleme yapmadan hizmet alacak)
bir siireksizlik noktasidir. F,(t) ile T, rastgele degiskeninin dagilimi gésterilirse, £,(0)
birimin serviste hi¢ beklememesi olasihigidir. Bu olasihk F,(0) = P,cx = KX_ZI P, dir.

n=0
Ikinci olarak, 7, ¢ > 0oldugu durum diisiiniilecektir. Bekleme zamaninin olasihik yogunluk
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fonksiyonu f,(¢) ile gosterilirse, toplam olasilik formiilii yardin ile

s x© (K n—K+1 P
fq(t) = Z Pr (S = th = n) PT(N = n) — Z Ltn—Ke—Kut op
n=K

~ -~ S ) KIKn T
S n

- P (/\t) —Kut P (/\t)
:P()e fout H = P06 s — U

K- 2 - K K=" & (o) o7
—eAt
« =
= PO(K'pl)l ue—ut(K—p) — KPK,LLG_“t(K_p)
_
=K Py

bi¢giminde elde edilir. Buradan, bekleme zamanimin dagilim fonksiyonunu,

t K e 1 — e Ht(K—p)
F,(t) =F,(0) + KPKM/O e KDt = 3 P+ K Py
n=0 -
i P KP 1 — e—#t(K—p)
> Popn 1 — e_l"t(K_P)
=1 - ——— + KPk—————
& wkn® )
Pyp® & p K 1 — e~ Ht(K—p)
=1- KP, 58
K . Kn—K+ K (K—p) ( )
PopK © pn 1 — e*#t(K*P)
=1- — + KP,
K! nE::o n TR )
Pyp¥ 1 — o Ht(K—p)
=1 0p + KPK (&
(K = p)(K — 1)1 K =)
9 K Pk n - 1 — e Ht(K=p) K Py i)

olarak elde edilir. Simdi bu birim basina kuyrukta gecen ortalama siireyi teyit etmek

icin 77, rastgele degiskeninin beklenen degerini bulalim:

K P / —pt(K—p)
e dt = ——— 5%
(K —p) Jo p(K — p)?
 KPRyp™ Pyp"H!
KWK —p)? ME = DK —p)?

W, =EIT,) = [~ (1= Fy(t)dt -
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seklinde elde edilir.

Ornek 5.2. (Iki pistli Havalan1 6rnegi devam)
(f) en az bir pistin dolu olmasi olasihigini
(g) ucagin kalkig i¢cin 5 dakikadan fazla beklemesi olasiligin
(h) kalkig igin sirada en az iki u¢agin beklemesi olasiligim

bulunuz.
v ae 1
Cozim: (f) Ppoo=1—-F=1-— 7= 0.9091 = 0.91

L(1/11)(5/3)?

5 2Py . 5 )
Pr(T, > > = 2 __7S25/3) = /12 — 0.6970
(&) T< "7 60) T 2-5/3)° 2-5/3) ¢

(h) Her iki pistin de dolu olmasi ve en az 2 ugagin da bekliyor olmasi gerekmektedir.

1 5 25 125
Poy=1—[Po+P+P+P]=1——|14+=+"+4+ 2] =0.5261.
>4 [Py + Py + P, + Pj) 0 +3+18+108 0.526

Ornek 5.3. Bir havaalanima saatte 27 ucak inis yapmaktadir. Ucaklarin servis zamani
2 dakika ortalamali iistel dagilhima uymaktadir. Bir ucagin beklemesi olasiliginin 0.1 i

gecmemesi i¢in kag pist gereklidir?
Coziim: Sistem M/M/k ¢ok kanalli sonsuz kaynaklh sistemdir.

A =27

w=30
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A7

p=-

9

u 30 10

Bir miigterinin beklemesi olasiligi sistemde en az K kiginin olmasina denktir. Bu olasilig

bulmak ic¢in agagidaki formiilden yararlanacagiz:

[e'e] [ele) p pK [e%e] p n—K
Pn = Pn =P == — —
=S RS e =R X (%)
_ Pk 1 B p 1
TR TR DR )
p Kil . -1
N S oy
_ EDE B =Y
K-1 o oK o oK
nz::() T E-)I(K=p) (K=1)I(K—p)
K =2 igin
14p Top s
Pi>o = 5 +1 == =10 —p27
- L 3 3
2-1)!(2-p)
0.1 degerini gectigi icin k=3 alinir;
K = 3 i¢in
-1
1ot 1 J1r2a s 42 (190 + 81/2)
Pn23 = 3 2 +1 = 1(;3 2 +1 = 93
1000

(3=1)!(3—p) 2<37%)

K =3 ic¢in 0.1 in altinda kaldigindan 3 pist yeterlidir.
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Ornek 5.4. Bir is merkezinde 4 kisilik 2 asansér ayni katlara hizmet vermektedir. Saatte
ortalama 120 miigteri asansorleri kullanmak igin gelmektedirler. Asansoriin her birinin

hizmeti tamamlayip zemin kata tekrar inmesi 3 dakika siirmektedir. Buna gore,
(a) Asansorlerin her ikisinin de bog kalmasi olasiligini hesaplayiniz.
(b) Kuyrukta bekleyen ortalama misteri sayisini bulunuz.
(c¢) Bir mugterinin kuyrukta harcadigi zamani dakika cinsinden hesaplayimiz.
(d) Servisteki ortalama musteri sayisini bulunuz.

(e) Sira bekleyen 4 kigilik grubun kuyrukta 5 dakikadan fazla beklemesi olasiligin

hesaplayiniz.

(f) Tam olarak bir asansoriin bog kalmasi olasiligini hesaplayniz.
Coziim: M /M /2 sonsuz kapasiteli servis sistemidir. Ona gore,

A =30

=20

3
olup, trafik yogunlugu p = 5 seklinde hesaplanir.

2 -1 -1
p 3 9] 1
(2) By +‘)+(2—1>1(2—p)] [+2+2 7
3
k41 3
P 11(3)7] o7 B
b) L, = F, = - =—=193=2(x4)=8k
(b) L, O(k—l)!(k—p)2 7|1 11 93 (x4) =8 kisi
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L 2 .
(c) W, = Tq = %(XGO) =4 dakika

(d) Wservis = Wq +3=7

1
Lservis = )‘Wse’rvis = 57 =35 k1§1 veya 1 grup

(e) Pr (Tq > 2
0.28

(f) Tam olarak bir asansoriin bog kalmasi demek sistemde bulunan 4 kigilik miigteri gru-

bundan 1 tane olmasina denktir. Bu olasilik ise, 1?; tir.

Ornek 5.5. Bir marketin manav reyonuna saatte ortalama 30 miisteri ugramaktadir.
Miigterilerin aldiklart mallar1 tarttirmak icin gegen servis zamani 3 dakika ortalamali tis-
tel dagilima uymaktadir. Herhnagi bir miisterinin beklemesi olasiliginin 0.1 i gegmemesi

icin kag tart1 daha gereklidir?

Coziim: M/M /K sonsuz kapasiteli servis sistemidir. Ona gore, A = 30 ve p = 20 olup,
p = 3/2 dir. Herhangi bir miigterinin beklemesi olasiligi sistemdeki miigteri sayisinin en

az kanal sayisi kadar olmasi gerekmektedir.

K =2 igin

Oncelikle P, olasihigimi hesaplamaliyiz.

1P P
D i (143/2)+
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1 11
Pioo=1-Py— P =1-=(1+(3/2) = —
>2 0o — P 7( +(3/2)) 11

Bu olasilik 0.1’ den biiyiik oldugu icin tarti sayisini 1 artirip yeniden hesaplamalar yapilir:

K = 3 icin

1 1 4
= ; x = G2 19
R ey ey MG CE R LR e v

4 9
Poos=1—-P—P —Pp=1——(14+3/2+9/8) = —
>3 0 1 2 19(+/+/) 33

Bu olasilik 0.1’ den biiyiik oldugu icin tarti sayisini 1 artirip yeniden hesaplamalar yapilir:

K =4icin
0= K1 P" K a (3/2>4 - @
I %* (K—p[))(K_l)! (L (3/2)+ 9/8) + 916) + G5

40 27
Pyos=1-F—P—P,=1——(143/24+9/8+(9/16)) = — = 0.0746

Bu olasilik 0.1” den kiiciik oldugu i¢in 3 tart1 daha alinmalidir.

Ozet olmas1 bakimindan, M /M /K /oo/oco kuyruk sistemi icin gerekli formiilleri agagida

verilecektir.
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M/M/K /oo Kuyruk Sistemi i¢in Formiiller

1
A gelig hizi, geligler aras1 zaman 1 ortalamali tistel dagilim
. .. . o] . o
(i servis hizi, birimlerin servis siiresi —  ortalamali iistel dagilim
i

n  sistemde bulunan birim sayisi

y . A
p  trafik yogunlugu  —

1
K sistemdeki servis kanali sayis1 bulunan birim sayisi, % <1
. . . 1
P, sistemin bog kalmasi olasihgr Py = = =
ZK*l & + P
=0l (K —p)(K —1)!

P,  sistemde n birim olmasi olasithgr P, = p—‘PO n=0,1,2 . K—-1
n!

_ B _
P, = r= KK+1,K+2,..
KP

Pr (sistemde en az K birim bulunmasi) = ok

(K —p)

PO ,OK +1
L k kta ol bekl biri
. uyrukta olmasi beklenen birim sayisi & = )i —1)
Loorvis serviste olmasi beklenen birim sayis P
L sistemde olmasi beklenen birim sayist
PO ,OK +1
L=1L Lserm’s =
o K —ppE -1 " *
Lq P OpK

%% k kt bekl b - =
q uyrukta gecen bekienen sure )\ ,U(K — p)2(K _ 1);
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M/M/K /oo Kuyruk Sistemi i¢in Formiiller (devam)

W servis serviste gecen beklenen siire -
!
W sistemde gecen beklenen stire

P OPK

1
W =W,+ Wservis - + —
! P —p) (K =1 p

T,  kuyrukta bekleme zamani

K Py
(K —p)

Pr(7,<t)=1- e HtH—p)

Ornek 5.6. Bir poliklinige saatte ortalama 4 hasta gelmektedir. Bu poliklinikte 3 doktor

bulunmakta olup, bir doktorun ortalama muayene stiresi 15 dakikadir. Buna gore,
(a) Kuyrukta bekleyen ortalama hasta sayisini bulunuz.
(b) Poliklinikteki saatlik ortalama hasta sayisim bulunuz.
(¢) Gelen bir hastanin hemen muayene olabilmesi olasihigini hesaplayimiz.
(d) Sistemdeki bir hastanin harcadig) ortalama zamani hesaplayiniz.
(e) En fazla iki doktorun bog kalmasi olasihigini hesaplayimiz.
(f) Sistemin dengede olup olmadigini belirleyiniz. Sistemin dengede olmamasi ne an-

lama gelir?

Coziim: Sistem M /M /K = 3/oco kuyruk sistemidir. A = 4 ve u = 4 olup, p = 1 dir.
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(a) Oncelikle sistemin bog kalmasi olasihigin hesaplamaliyiz:

1 1 4
PO fry — _ —
k-1 P" " P14 (1/2) 4 — 1
2n=0 1 VK= ) (K = 1) (3-1)(2)!
Buradan, sirada bekleyen ortalama hasta sayisi,
Pypi+t 4/11 1
L, = 0P WL s

(K —p2(K —1)l — (3-1)23—1)122

olarak bulunur.
(b) L =0.0455 + 1 = 1 olarak elde edilir.

(c¢) Gelen bir hastanin hemen muayene olabilmesi igin Poliklinikte en fazla 2 hasta ol-

malidir. Bu olayin olasihigi ise,

4 10
Pics=Po+ Pi+Pr=— (1+1+(1/2)) = - = 0.9091

olarak hesaplanir.

1.0455
(d) W = PR (60) = 15.6825 = 16 dakika olarak bulunur.
4 7
(e) Pr (En fazla 2 doktorun bog kalmasi) =1— P, =1 — T T 0.6364 = 0.64

1
(f) % =3 < 1 oldugu i¢in sistem dengededir.
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Ornek 5.7. Bir bankanin miisteri hizmetlerinde iki kisi hizmet vermektedir. Miigteriler
ortalama 5 dakikada bir arama yapmaktadir buna kargin ortalama servis siiresi ise 4
dakika stirmektedir. Geligler arasi siirenin ve hizmet siirelerinin tstel dagilima uydugu

bilindigine gore,
(a) Miigteri hizmetlerinin bog kalmasi olasiligini,
(b) Kuyrukta aramayi bekleyen ortalama miusteri sayisini (saatte),
(¢) Kuyrukta gegen ortalama stireyi (dakika),
(d) Herhangi bir misterinin beklemesi olasiligini,
(e) Bir musterinin hizmet siiresince kuyrukta 3 dakikadan fazla beklemesi olasiligini,

hesaplayiniz.

Coziim: M/M/K = 2/oo kuyruk sistemidir. A = 12 ve p = 15 olup, p = 0.8 dir. Buna

gore,

1 1 7
a) Py = = = >054
wh sE "~ 14 @5+ OB 13

=0l (K = p)(K —1)! (2 —3/5)
olarak bulunur.
Popk+1 7/13)(3/5)% 27

(b) L, = 0p _ WG 2T 1595 2 0 miisteri.

(K —p)2(K —1)!  (2-3/5)2 455

Pypk+t 0.0593
(c) W, = T Ol;Q(K 0 = ( P % (60) = 0.7121 dakika olarak bulunur.
u(K — p)2(K —1)!
7 3 29
(d) Poso=1—-PFP—P=1- E[l + 5} =5 0.3412 olarak elde edilir.

86



21
(e) Pr (Tq > 3) — ﬂe—wﬂ(—p) _ 2%

1 f 6 7
L6 35-(3/5) — 2 -5 — (13952
60/~ (K~ p) -6/ B

Ornek 5.8. Istatistik Boliimii'nde ortak kullanima ait iki yazici bulunmaktadir. Sisteme
saatte ortalama 9 ig ulagsmaktadir. Bir yazicinin istenilen isi bitirme siiresi ise ortalama
12 dakikadir. Yazicilara iletilen ig talepleri arasi gecen zaman siiresi ile yazicilarin ig

bitirme siiresinin iistel dagilimli oldugu varsayimi altinda;
(a) Ilgili kuyruk modelini olusturunuz.
(b) Gelig hiz1 ve hizmet hizi parametrelerini belirleyiniz.
(c) Trafik yogunlugunu bulunuz.
(d) Yazicinin bog kalma olasiklarim bulunuz.
(e) n=1,2,3,4 i¢in yazicida n ig olma olasiliklarin1 bulunuz.
(f) Serviste olmasi beklenen ortalama ig sayisini bulunuz.
(g) Kuyrukta olmasi beklenen ortalama ig sayisini bulunuz.
(h) Sistemde olmasi beklenen ortalama ig sayisini bulunuz.
(i) Kuyrukta gegen ortalama bekleme siiresini bulunuz.
(j) Sistemde gegen ortalama stireyi bulunuz.
(k) Bir igin kuyrukta 20 dakikadan fazla bekleme olasiligi nedir?
(1) Yazict daha hizli bir moda alimip ig bitirme siiresi ortalama 8 dakikaya indirilirse

c-k de istenenler nasil degisir? Hesaplayip yorumlayiniz.

Coziim: (a) Sistem M/M/2 sonsuz kuyruklu sistemdir.
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(b) Gelig hizi, A = 9 (saatte 9 ig gelmektedir), servis hiz1 ise saatte u = 5’ tir.
y y A9 U,
(c) Trafik yogunlugu p = — = R oldugu gortliir.
1

(d) Iki yazicinin da bog kalmasi olasiligi,

1 1 1
Py — - _ = Leo0s
k1 P" p (9/5) 19
Yoo i TR pE - T ey

Bir yazicinin bog kalmasi olasiligi,

1.9 9

9
P, = PFyp= 05 = 0.0947

2 1 81\ 81
p= B -~ <) = > 00853

ot ~— 19 \50/ ~ 950
P3 = P0(23p?;)2!=119<g(2)3> :975209020.0767
Fa= Po(zﬁz)zl - 119 <§83(1)> - 965506010 = 0.0691
() Luwis =p= 3 = 1822
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O RpfH (1/19)(9/5)F 729 N
® Lo = K =~ e—ofsr o5 0TS

(h) L = Ly + Lyepois = 7.6737 + 1.8 = 9.4737 2 10

L, 7.6737
() W, =0 = 697 — 0.8526(x60) = 51 dakika
L 94737
() W = 5 = =552 = L0526(x60) = 51 + 12 = 63 dakika
20 KPx 285 _is 162 s
k) Pr (7T, > ) = e M) = TP 0/5) = —Zes = 0.610.
(k) r( "7 60) T (K- p)° 2—(9/5)° " 190

6
(I-¢) u = 7.5 olup, trafik yogunlugu, p = E= 1.2 seklinde bir azalma gosterir.

(I-d) Iki yazicinin da bos kalmasi olasiligl,

1 1
K= 1+(6/5

=0.25

1
6/52% 4
(2-6/5)

Bir yazicinin bog kalmasi olasilig,

16 3
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3
P1: POp:E:()g
P p2—1(36)—9—018
27 "% g4 \50/) 50
- p_P —1<27)—0108
ST @221 a\250)
P p_F —1(1296>—00648
YT %@ 4 \5000)
6
(1-£) Luris =p =7 =121
Py i+l 1/4)(6/5)3 27
(kg) Ly = o =(/)(/)2:—:0.675021
(K —p2(K —1)!  (2-6/5) 40
(ILh) L = Ly + Lyerpis = 0.675 4+ 1.2 = 1.875 = 2
L, 1875
(i) W, = Tq =5 = 0.0750(x60) = 4.5 dakika
L
(1) W = =45 +8=125 dakika
20 KPx 23 IRV _
k) Pr (T >>— pUK=p) — 750 ___=375(2=(6/5)) — () 45¢=2 = (0.0609.
P (7> ) = e 2 /5)° ‘

Yazicilari hizini 1/3 oraninda artirmak, kuyrukta yazdirilmay1 bekleyen ig sayisini yak-
lagik %90 azaltmigtir. Bunun yamsira, bir igin kuyrukta 20 dakikadan fazla beklemesi

olasihigini ise yaklagik 10 kat azaltmigtir.
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Ornek 5.9. Bir devlet hastahanesinin dahiliye béliimiinde 4 doktor hizmet vermektedir.
Hastalarin dahiliye boliimiine yonlendirilmeleri arasinda gegen siire iistel dagilimli olup
ortalama 5 dakika arayla gelis yapmaktadirlar. Bir dahiliye doktorunun hizmet verme

siiresi ise ortalama 15 dakikadir. Buna gore,
(a) En az 2 doktorun bog kalmasi olasiligini,
(b) Muayene olmay1 bekleyen ortalama hasta sayisini,
(c) Muayene olmak igin bir hastanin ortalama bekledigi siireyi,
(d) Muayene olmak i¢in yonlendirilen herhangi bir hastanin sira beklemesi olasiligini,

(e) Muayene olmak igin gelen hastanin sirada bekleme siiresinin 10 dakikadan fazla

olmasi olasiligini

bulunuz.

Coziim: Sistem, 4 hizmet kanali bulunan M /M /K = 4 sonsuz kuyruklu sistemdir. Gelig
hizi, A = 12 (saatte 12 hasta gelmektedir). Hizmet hizi ise p = 4 tiir. Buradan trafik

yogunlugu, p = 3 olarak bulunur.

(a) 2 doktorun bog kalmasi, 2 hastanin muayene olmasina, 3 doktorun bos kalmasi,
sistemde 1 hastanin muayene olmasina, 4 doktorun bog kalmasi hi¢ hasta olmamasina
denktir. Oncelikle 4 doktorun da bos kalmasi olasiligini yani muayene icin hic bir has-

tanin olmamasi olasiligini hesaplayalim;

2
Py = _ - — — = = 0.0377
-+

K-1P
> n

n=0

(K = p)(K - 1)!
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2 17
Py =Py+ Pi+ Py=Py 1+ p+p/2] = 5 [1+3+9/2] = - =0.3208

53
Pypi+t (2/53)(3)° 81
b) L, = = = _— =15283x2
(b) Ly (K —p)2(K—-1)!  (4-3)23 53
L, 152
(c) W, = Tq _ 10285 0.1274(x60) = 7.6415 = 8 dakika

(d) Hastanin sira beklemesi i¢in en az 4 hastanin muayene igin bulunmasi gerekir

4P, TP 2533021 o
4—p 4—p 4 B3

Pn24:

(e) Pr (Tq > 10) — (KpKe—ut(K—p) _ §6—4%(4—3) 27

— = 723 =0.2616.
60) — (K —p) 53 53"

Ornek 5.10. Bir masaj salonuna saatte 8 miisteri gelmektedir. Bu salonda 5 ayr1 masoz
gorevlerini icra etmektedirler. Ortalama hizmet siiresi 30 dakika stirmektedir. Miisteriler
randevu ile gelmekte ve randevu saati gegmis olsa bile kafede vakit gecirebilmektedir.

Buna gore,
(a) Kuyrukta bekleyen ortalama miigteri sayisini bulunuz.
(b) Kuyrukta gecen ortalama siireyi bulunuz.
(c) Herhangi bir miigterinin kuyrukta [15,30) dakika beklemesi olasiiginin 0.10” den

az olabilmesi i¢in masoz sayisi en az kag olmalidir?

Coziim: Sistem, 5 hizmet kanali bulunan M /M /K = 5 sonsuz kuyruklu sistemdir. Gelis

hizi, A = 8 ve hizmet hiz1 ise p = 2 dir. Buradan trafik yogunlugu, p = 4 olarak bulunur.
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(a) Kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayisin1 hesaplayabilmek i¢in salonda veya bek-

lemede hi¢ bir miigterinin olmamasi olasiligini 6éncelikle hesaplamamiz gerekir:

K-—1 5—1
o 4 103
n=0 . n=0 """
1 1 3
Py = . - — = —0.013
KL p Pty 230
"ol (K—p)(K—-1)!

Pypk+1 3/231)(4)% 512

L, — 0P _ (/23D 512 o ean g

1T (K —pA(K -1 (5—424 231

L, 22165

(b) W, = =2 g = 0:2771(x60) = 16.6234 = 17 dakika

>

15 30 . KPK _ l(K,) _ l(K,)
(C)Pr<<Tq§60><K—p){e Hy Pl eTH32 P}

(SIS

1 231)4° 12
Pr<5<T <30>:5(3/3) et [1—e77] 5

= ¢ [1 - e—%} — 0.1322

olup, 5 masoz yeterli degildir.

K = 6 masoz i¢in kontrol edelim;
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K-1 6—1
p" 4n 643
— = — =114+4+84+2(64/6 128/15)| = —
3= 3 =l 4 2046) + (128/15)] = 5
1 1 15
Zfl(:*ol P + p % + 5!(23174) 899

Ps = Py4%/6! = 256/2697 olarak hesaplanir. Buradan,

256

1
Pr (62 <T, < 2’8) — 2T [ 2] = 0.0662 < 0.1

olarak hesaplanir. Bu sonuca gore en az 1 masoz daha gereklidir.
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