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11. HAFTA

6 Cok kanalli, sonlu N kapasiteli, kuyruk sistemi

M/M/K /N /oo

Birimlerin sisteme geligleri arasindaki gegen stirenin 1/ ortalamali, birimlerin hizmet
stirelerinin ise 1/ ortalamali tistel dagilima sahip oldugu dustintilmektedir. Bu kuyruk
sisteminde K servis kanali olup, kapasitenin NV gibi sonlu birim ile sinirlandirildigi, birim-
lerin kaynaginin da sonsuz oldugu diisiiniilmektedir. Bu tiir kapasiteli sistemlerde, N +1.
veya daha sonraki birimler sistemden hizmet gérmeden ayrilirlar. Boyle bir sira bekleme
sistemini "t" aninda gozledigimizi diigiinelim."t" zamaninda, bu sistemde n > 0 sayida
birim (misteri) bulunmas olasihg P, (t) ile ilgilenecegiz. Bunun igin M /M/1/00 /00 sis-
temini tanitirken elde edilen egitlik ’ yi kullanacagz.

Sistemde n birim olmasi olay1, agagidaki 4 durum ile agiklanabilir:

1. n = 0 durumu

0= APy +uP, = P, =pP (59)
2. n€[l, K — 1] durumu
O0=—A+nu)P,+AP,—1+ (n+ 1)puPyi (60)
3. n=[K,N — 1] durumu
0=—(\+ Kp)By + APy + KPPy (61)
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4. n = N durumu

0= —KuPN + /\PN_1 (62)

Simdi, , ve denklemleri dikkate alinirsa, yinelemeli adimlar ile

Pn:%PO, n=012- K (63)

ifadesi elde edilir. ve denklemlerinden ise

pn
Pn:MPO) n:K+17K+27,N (64)

N
elde edilir. Simdi F, ifadesinin ne oldugunu bulalim; Z P, = 1 oldugu diigiincesi ile,
n=0

K-—1 N - K—1 pn N pn K-—1 pn p p
YA+ R=A[E Y ] =R X e S ]

)N—K+1 (65)

biciminde elde edilir.

**NOT: Bu kuyruk sisteminde % > 1 olabilir.

Artik, M /M /K /N /oo sisteminin karakteristiklerini bulabiliriz.
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6.1 M/M/K/N/oo sistemi icin kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde kuyruk olusabilmesi icin bir birimin hizmet alirken, sisteme giris yapan

birimlerin belirli bir diizenek ile dizilmeleri gerekir, yani n > K + 1 durumunda sistemde
kuyruk olugur. Buna gore,

N K N —-K K N-K
Pop P\" Fop
Li= Y (n=K)Po= =2 % (n—K)(K> _
n=K+1 Con=K+1
PUPK+1 N-K

K
: n=1

S () - e (am)

KK “~= "\K

KK dr
(- FN-K+1
:PO,OKJr1 1—7r

.y
™=K

KK dr —t (66)
_ngKH 1—(N—-K+1)r¥N-K 4+ (N - K)rN-K+
B KK (]‘ - T)2 r=+
Pop™ ! (p )NK
= 1-(N-K+1(L£ N —
(K= pp(i — it - W R DG )

- r ot <pPK_1 + Py[(N = K)p— (N - K + K]

)

esitligi elde edilir.
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6.2 M/M/K/N/oco sistemi icin serviste olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde, 1 < n < K durumunda sistemde hep n birim hizmet goriiyor olacaktir.

n > K durumunda ise K birim hizmet goriiyor olacaktir. Buna gore,

K N
Lserviszznpn+ Z KP,
n=1 n=K+1
r K n N n
p p
N D D LAy g g }
L= ! o K EK!
_p i pn N KpK N pn—K]
’ Ln=1 (n—1)! K n=K+1 K=K
- K1 K N-K
V2 K n
SISO Ty
—n K! — \K
N-K
Pl 52 Ko (1 - () >}
=0 n! K K — 1% (67)
N-K N—K+1 N-K+1
Kl g pKH <1 - (ﬁ) +<ﬁ) — (X) )
=F|p ), — + ]
= n! K! K—p
N—K+1
. K—1ﬁ+KpK+1 <1—(f(> > KpK+1(p)N K(l [p()]
A T TR K— ) Kl \K K—)
N-K+1
. {K—1 o PS (1 — (% ) b oV
PR 2 T R ) K—p ] PO RIRN—K
=1 =Pn
=p [l — Py]

seklinde elde edilir.
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6.3 M/M/K/N/ sistemi icin sistemde olmasi beklenen birim sayisi

Bu sistemde n = 0,1, 2, - - - N durumu goz 6niine alinarak bir beklenen deger bulunacak-

fir.

K1 o pK—i—l(l — (N - K + 1)(;;)N_K + (N — K)(;;
ol (K = p)*(K — 1)

pK(}é)N K((N—p+ K = p(N - p))

(K — p)?K! }
 |[KPe—((N=p+1)K = p(N = p)) Px]
e (K —p)?

— pFo

(68)
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Ayni sonuca, kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi ile serviste olmasi beklenen birim

sayisinin toplamini elde ederek ulagabiliriz:

L :Lq + Lservis —

pQ(pPK—1+PN{(N_K)P_(N_K‘f‘l)KD +p[l = Pyl

6.4 M/M/K/N/oco sistemi icin birim basina kuyrukta gecen

beklenen siire

Sistem dolu oldugunda, yani sistemde /N birim oldugunda, hizmet i¢in gelen birimler geri
donmektedir. Dolayist ile, A hiz1 kadar gelis olsa da etkin olarak hizmet alamayanlar:
dikkate almamak gerekir. Gelis hizin1 sistemin bog kalmasi olasilig: ile carparsak etkili
gelis hizini elde edebiliriz: Aoy = A(1—Py). Bu durumda, A— A.ss farki hizmeti almadan

geri donen ortalama birim sayisidir.

Little kanunu, kararh bir sistemde kuyrukta veya sistemde olan ortalama birim sayisi ile
kuyrukta veya sistemde birim bagina beklenen siire arasinda bir iligki oldugunu séyler.

Bu iligki goyle tanimlanir:

<pPK_1 + Py[(N = K)p— (N - K + 1)KD (69)
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6.5 M/M/K/N/oco sistemi icin birim basina serviste gecen beklenen

sure

Little kanunlarina gore birim bagina serviste gegen ortalama stire

Lserm’s 1-P 1
4! servis — = P [ N] = - (70)
Aesr AL —=Py] p

seklinde elde edilir.

6.6 M/M/K/N/oco sistemi icin birim basina sistemde gecen

beklenen siire

Benzer bicimde, Little kanunlarina gore birim bagina sistemde gegen ortalama stire

L 1 ,
W= WK — [l ] <,oPK_1 + Py[(N = K)p— (N~ K + 1)KD o
L 1

:)\eff - N(K_,O)Q[l _PN} </0PK1 + (K—p)Q—i—PN[(N—i-K)p— (N + 1)}(})

(71)
Ote yandan, L = Ly + Lgervis oldugu hatirlanirsa, W = W, + Wy.,is esitligi elde edilir.
Kararli sistemler i¢in (0, ¢] gibi bir zaman araliginda, sisteme giris yapan ortalama birim
sayisi ile sistemden hizmet alip c¢ikis yapan ortalama birim sayisinin dengede oldugu

bilinmektedir (dogum-6liim stregleri gibi). A rastgele degigkeni ile sisteme (0,¢] zaman

araliginda girig yapan birimlerin sayisini, D rastgele degigkeni ile sistemden (0, t] zaman
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araliginda hizmet alip ¢ikan birimlerin sayisini gosterelim. Bu durumda,

E[Al=M[Py+ P+ Py + -+ Py_2 + Py_4]

=1-Py

ve

ED)=put[1P,+2P,+3P;s+ -+ (K —1)Px_1 + KPx + KPy 1 + KPgio+ -+ KPy]

=Lservis

bi¢iminde elde edilirler. Denge durumu goz o6ntie alinirsa

Aef

E[A} = E[D] — Lservis = 2] = Peff = P[l - PN]

serviste olmasi beklenen birim sayisi elde edilebilir.

Ornek 6.1. Bir masaj salonuna saatte 5 miisteri gelmektedir. Bu salonda 3 ayr1 masoz
gorevlerini icra etmektedirler. Ortalama hizmet stiresi 25 dakika stirmektedir ve bekleme
salonunda ise 3 koltuk vardir. Gelen miigteri salondaki koltuklar dolu ise beklemeyip

gitmektedirler. Buna gore,
(a) Sistemdeki saatlik ortalama miigteri sayisii bulunuz.
(b) Kuyrukta bekleyen ortalama miigteri sayisii bulunuz.
(¢) Kuyrukta gegen ortalama stireyi bulunuz
(d) Sistemdeki bir miigterinin harcadigi ortalama zamani hesaplayinz.

(e) Bir saatlik zaman dilimi igerisinde hizmet goremeyen ortalama migteri sayisini

bulunuz.
(f) En fazla iki masoziin bog kalmasi olasiligim hesaplayiniz.

(g) Herhangi bir miigterinin hizmet gérememesi olasiligim hesaplayiniz.
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Coziim: M/M/3N = 6 kapasiteli sistemdir.

w5
P T
r N—K+17-1
K-1 n Kl_(ﬁ) 2 31_<£
PP K _ P 3
Po—nz::()n! K| 1_(%) ] 1+p+2+31 1_(

r 25 2 95 3 95 6-3+1 -1
:1+25+(12)+(12)1—(36) o1l
12 2 3! 1— (%) '
6 3 6 n—3 3
Pyp 0 0.11 /25\3 [25
L= Y m-3)P="2 3 m-3)(8) =22(3) [+2
! n=3+1 3! n=34+1 3 6 12 36
0.11 /25\3
= (=2 2.6636 = 0.4416
6 (12)
Pop® 51— (Q
A 5 {1 B 3!*33} 2
Lservis - [1_PN]:5[1_P6]: 12 - 12
% 5 5
5 % 0.9445
St
12/5 o7

L = Lg+ Lgervis = 0.4416 + 1.97 = 2.41

(b) L, = 0.4416

L, 04416

W, — _
() Wa =S = 5r0.0185

= 0.0935 saat veya 5.61 dakika

(d) W = 5.61 + 25 = 30.61
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e) A= Aesr = AP =5—5%0.9445 = 0.2775
If

(f)

2 3

p p 25) { 25 625 0.11 % 25 % 2389
P+ P+ P, =P, PPy o011 (2) 14+ 22 _
L+ Py Py =Fo(p+ 2 +3!) 0 (12 21 T Gx122 1728 % 6
—0.6337
(2)
N 95/12)6
P P (25/12)° e

T KN-KR1O 333
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