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14. HAFTA

8 Tek kanalli, Sonsuz Kapasiteli, Servis Siireleri Keyfi

Dagilimh Kuyruk Sistemi M/G/1/

Bu kuyruk sisteminde geligler arasi siirenin 1/\ ortalamali tistel dagildigi, fakat servis
siirelerinin ise "Genel" bir dagilima yani 1/ ortalamal o varyansh herhangi bir dagi-
limdan geldigi varsayilmaktadir. Dolayisi ile homojen siire¢ olma kosulunu yerine getirir.
Trafik yogunlugu p = 2 < 1 olmak tizere, M/M/1 sisteminde oldugu gibi, sistemin bos
kalmasi olasiligt Py = 1 — p olur. Sistem denge durumunda oldugundan, Lg..;s = p ola-
rak bulunur. Kuyrukta ortalama miigteri sayisini bulabilmek i¢in agsagidaki durumlar:

g6z oniine almaliyiz:

e Herhangi bir birimin sistemden hizmet alip ayrilmadan 6nce kuyrukta N birim

oldugunu varsayalim,

e Bu birim sistemden ayrildiktan sonra kuyrukta N — 1 birim, 1 birim de hizmet

almak icin servise gitmektedir,

e Bu birim de sistemden hizmet alip ayrildiginda sistemde N’ = [(N — 1) + R +
D] birim mevcut olacaktir. Burada, R rastgele degiskeni servisteki birim hizmet
aldig1 esnada sisteme girig yapan birim sayisini, D rastgele degigkeni ise N = n

gozlendiginde, n > 1 ise 0, n = 0 ise 1 degerini almaktadir.

Buradan,

E[N’] = E[R] + E[N] — 1 + E[D]
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esitligi yazilabilir. Sistem dengede oldugundan, E[N] = E[N'] olacagindan,
E[R] =1— E[D]
esitligi elde edilir. Ote yandan,
E[D] :OPn21+1P0:P0:1_p
olup,
E[Rl =p
elde edilir. Simdi N’ rastgele degiskeninin 2. momentini hesaplayalim;
E[N"”] =E[(N — 1+ R+ D)?]

=FE[N? + E[R?| + E[D?| + 1 — 2E[N] 4+ 2E[NR] + 2E[N D] — 2E[R]

— 2E[D] 4 2E[RD]

Burada, E[D?] = E[D] oldugu ve sistem dengede oldugundan dolay1 da E[N"?] = E[N]

oldugu diigtintiliirse yukaridaki esgitlik

0 = E[R?| + E[D] + 1 — 2E[N] + 2E[NR] + 2E[N D] — 2 [E[R] + E[D]] +2E[RD]

sekline donitigiir. N ile R de istatistiki olarak bagimsizdir ¢iinkii sistem sonsuz kapasiteli
oldugundan, o an sisteme girig yapanlarin sayisi sistemde bulunan birim saysina bagimli
degildir. Diger yandan, R ile D rastgele degiskenleri de birbirinden bagimsizdir. Buna

gore,
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ve

E[RD] = E[R|E[D] = p(1 - p)

olup,

0= E[R?*] = 2E[N](1 — p) + 2E[ND] — p+ 2p(1 — p)

esitligine doniigtir. Diger taraftan; D rastgele degiskeninin tanimindan dolayn,

EIND] =) nOPr(N=n,D=0)+> nlPr(N=n,D=1)
n=0 n=0
=0
=0Pr(N=0,D=1)+> nPr(N=nD=1)=0

=1
n -0

olarak elde edilir.Bu sonug¢ dikkate alindiginda,
0= B[R?] - 2E[N](1 - p) + p(1 — 2p)

sonucu elde edilir. R rastgele degiskeni servis zamani Tseis = tservis Olarak gozlendiginde

Poisson dagilimh olup,

E[R2] - / E[R2|Tservis - tservis]fTsemis (tservis)dtservis

2
:/ [Atservis + <>\tservis>

=\ / tserviszserm's (tservis)dtservis +)\2 / tgermngsems (tservis)dtservis

fTscmis (tservis ) dtservis

1
24—

1
Y 1
=p+ \N2o? + p?

esitligi elde edilir. Bu egitligi kullanarak sistemde olmasi beklenen birim sayis1 yani E[N]
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asagidaki gibi elde edilir:

22 4 o2
E[N] =1L = il
2(1=p)
Kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi ise;
A202 4+ 2
Lq =L— Lservis = Ui—i—p
2(1-p)

olarak bulunur. Sirasi ile kurukta gecen ortalama stire,

1
L A@2+;ﬁ
A 2(1-p)

ve serviste gecen ortalama stire,

Lserm’s 1

Wservis = = -

A Jz

olup, sistemde gecen ortalama stire,
1
)\<02 + 7)

L 1 2

W=2=—+ =

olarak bulunur.

Ornek 8.1. Bir képriiden saatte 15 ara¢ gecmektedir. Araclarin kopriiyii gegme siireleri 2
ile 4 dakika arasinda diizgiin dagilima sahip olsun. Kuyrukta gegis i¢in bekleyen ortalama

arag sayisini ve bir aracin kuyrukta gegirdigi siireyi hesaplayiniz.

Coziim: Servis siireleri i¢in Diizgiin dagilim belirtildigi i¢in sistem M/G/1 sistemidir.

Gelis iz, A = 1/4 (dakikada

~—

, servis hizi ise dakikada p = 1/E[U] = 1/3’ tiir. Buradan

4 —2)? 1
oldugu goriiliir. 0% = Var(U) = ( 13 ) =3 olarak

A~ w

A
trafik yogunlugu p = — =
1
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bulunur. Buradan, 1 dakikalik siire i¢cinde ortalama bekleyen arag sayisi

Mo+ p? (1/4)2(1/3) + (3/4)7 41

L= 20—p) 2(1 — 3/4) T 36

olarak bulunur. Buradan kuryrukta gegen ortalama siire dakika cinsinden,

olarak hesaplanir.

Ornek 8.2. Samet ve Yasin adinda iki duvar ustas: bir duvar érme isine bagvuruyor.
Duvarcilarin her birisine saatte ortalama 6 el arabasi tugla getirilmektedir. Bir el arabasi
tuglay1r Samet 3.5 dakika ortalama, 1.5 dakika standart sapma ile Yasin ise 3.9 dakika
ortalama, 1 dakika standart sapma ile isi tamamlamaktadir. Kimin kuyrugu az ise o ise
alinacaktir. Sizce kim ige alinir? El arabasinin duvar iscilerine geligleri arasindaki siire

zarfinin tstel dagilimh oldugu distintilerek ¢oziime gidiniz.

Coziim: El arabalarinin dakikadaki gelis hiz A = 0.1 dir. Oncelikle Samet icin karak-

teristikleri belirleyelim:
® lgumet = 1/3.5=2/7
b O%amet =15

® OSamet = 0.35

ol ~ No?+p? 0.1%(1.5)% 4 (0.35)?

_ = 0.1115
4samet = 9(1 — p) 2(1 - 0.35)

Simdi ayni hesaplamalar1 Yasin i¢in yapalim;
® Uyasin — 1/39

2 _
® Oyasin — 1
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® PDyvasin = 0.39

)\2 2 2 .12 ) 2
o« Ly, — oo te 0L FO397 00
wn T 90— p) | 2(1—0.39)

Dakikada ortalama bekleyen el arabasi sayisi Samet usta i¢in daha az oldugundan ise

Samet usta alinir.

Ornek 8.3. Daglik bir alandaki ormandan kesilen agaclar nehir yolu ile asagidaki kam-
yonlara yiiklenmek tizere gonderilmektedir. Agaclarin agagiya inig siireleri arasindaki fark
ortalama 10 dakika olan tstel dagilhima uymaktadir. Agaclarin budanip yiiklenmesi ise
ortalama 8 dakika olup ytiklenme iginin siire olarak standart sapmasi ise 1 dir. Kuyruk

karakteristiklerini belirleyiniz.

Coziim: Gelis hiz1 dakikada A = 0.1 dir. Servis hiz1 ise p = 1/8 dir. Buradan trafik

yogunlugu p = 0.8 olarak bulunur.

e o2=1

Pp=1-p=02

LServis =p= 0.8
N2 012+ (0.8)?

L = = = 1.625
* TR0 T 21-09)

o L =2425

o Ws,ris = 8 dakika

W, = 16.25 dakika
o W = 24.25 dakika

olarak hesaplanir.
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9 Tek kanall, iki Farkh Kitleli, Sonsuz Kapasiteli, Servis

Siireleri Keyfi Dagilimh Kuyruk Sistemi M/G/1/2 /0

Bu kuyruk sisteminde tek servis kanali vardir ve geligler iki farkl tiir kitleden birimler ile
gerceklegir. Servis kapasitesinin sonsuz oldugu diigiiniilmektedir. Geligler arasi siirenin
birinci kitle igin 1/A, ikinci kilte i¢in 1/A\y ortalamali iistel dagildigi varsayilir. Aym
zamanda servis stireleri her iki kitle icin de "Genel" bir dagilima uydugu disiiniliir.
Birinci kitleden gelen birimlerin hizmet siireleri 1/, ortalamal ve o7 varyansl, ikinci
kitleden gelen birimlerin hizmet siireleri ise 1/po ortalamali, o3 varyansh herhangi bir

dagilimdan geldigi varsayilmaktadir. Simdi sistem karakteristiklerini taniyalim:

e )\; j. kitle icin gelis hiz1 j = 1,2

sz j. kitle icin servis zamaninin varyansi j = 1,2

; j- kitle icin gelis hiz1 j = 1,2

1/p; j. kitle igin ortalama servis siiresi j = 1,2

s
p; = = j. kitle i¢in trafik yogunlugu j = 1,2 p; < 1
Hj

n; sistemde j. kitleden olanlarin sayis1 j = 1,2

A= A + A gelis iz

e 1 = ny + ng sistemdeki birim sayisi

1 servis hizi

p trafik yogunlugu
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Servis zamani T.,,;s olmak tizere, serviste bulunan herhangi bir birim icin servis zama-

ninin beklenen degeri ve varyansini elde etmemiz gerekir.

1 1\/A 1\ /A +
E|Toervis| = i (E)(Tl) + <@)(TZ> L N .

Simdi de servis zamaninin ikinci momentini hesaplayalim:

Bl = (ot + (L)) + (o8 C0)) ()

H2

Buradan servis zamaninin varyansi,

Varttans) =" = (s () () + (1 G))3) - (°5)

Model karakteristikleri agsagidaki gibi verilebilir.
Sistemin bogta kalmasi olasilig;

P():l—p

Serviste olmasi beklenen birim sayisi;

Lservis =p=pQ + P2 = Lsem}isl + Lse'mz’sz

Kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi;

I Na? + p?
21 -p)

Sistemde olmas1 beklenen birim sayisi;

)\202 + p2

L:Lservis+L =p+ 7
! 2(1—p)
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Serviste gecen ortalama siire;

Lservis 1
Wservis = = = Pt p
A 1 A

Kuyrukta gecen ortalama siire;

W,=-L=
X 2(1-p)
Sistemde gecen ortalama siire;
1
1 )\(02 + 72)
W:Wservis_'_wq: *_'_217_’“
Il (1—p)

Ornek 9.1. Sonsuz kapasiteli, tek servis kanali olan bir sisteme birimlerin gelisleri
arasindaki siire homojen ve iistel dagilimhdir. Bu geligler servis siireleri bakimindan
homojen olmayan iki kitleden gerceklesmektedir. Birinci kitle i¢in geligler arasindaki siire
30 dakika ortalamali, ikinci kitle i¢cin 10 dakika ortalamali iistel dagilima uymaktadir.
Diger taraftan, birinci kitleden gelerek girig yapan birimlere hizmet stireleri 10 dakika
ortalamal1 2 dakika® varyansl, ikinci kitle icin 4 dakika ortalamali ve 1 dakika® varyansh

herhangi bir dagilima sahiptir. Modeli tamimlayarak karakteristiklerini elde ediniz.

Coziim: Birinci kitle igin gelis hiz1 dakikada A; = 1/30, ikinci kitle igin Ay = 1/10
dur. Servis hizlari ise sirasi ile g1 = 1/10 ve puy = 1/4 olarak bulunur. Servis strelerinin

varyanlar ise sirasi ile 07 = 2 ve o3 = 1 olarak verilmisti.

oo M _ (B0 1o N (1/10) 2

P T 0 3P T T ) E
1 1 2

CATAMTAE T
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A (2/15) 2 servis hizi
= = = — V. 7 s
it (3 +(2/5) 1

11
p=p1+p2=(1/3)+(2/5) = T trafik yogunlugu,

11 4
Py=1—-p=1— — = — sistemin bogta kalmas1 olasiligi,
15 15
11
Lservis =P = 7F
=15

= (ot (D)) + (3 (L)) () - (2522’

= (2+ 102> (;ﬁg) + (1 +42> (;ﬁg) - (2)2 =3

Mo?+p? (2/15)%(8) + (11/15) 153

L. = = =— =1.275
* T 0 )) 2(1 — (11/15)) 120
11 153 241
[=—-422_22_9
¢ 15 T 120 T 120 ~ V083
Lservis 1 1]- .
o Wiprvis = = — = — = 5.5 dakika
A w2
L, 153/120 153
wW,=-%= = —— = 9.5625 dakik
*TTN T o5 T 16 ari
11 153 241
— 4222 2 150625 dakika.
o W 5 16 T 5.0625 dakika
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