Bolim 1

Temel Kavramlar

Bu boliimde bagint1 ve fonksiyon gibi baz1 temel kavramlar tizerinde durulacak, tamsayilarin
bazi 6zellikleri ele alinacaktir. Bu calisma boyunca kullanilacak bazi kiimelerin gésterimleri
asagida belirtilmigtir.

(a) Dogal sayilar kiimesi: N ={0,1,2,3,...}.
(b) Tamsayilar kiimesi: Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,... }.
(c) Sifirdan farkh tamsayilar kiimesi: Z*.
(d) Pozitif tamsayilar kiimesi: Z* = {1,2,3,...}.
(e) Her n € Z7 igin Z,, = {0,1,...,n —1}.
(f) Cift tamsayilar kiimesi: 2Z = {2k | k € Z} ={0,2,—-2,4,—4,... }.
(g) Tek tamsayilar kiimesi: T'= {2k +1 | k€ Z} = {1,-1,3,-3,5,—5,... }.
(h) Her n € Z i¢in nZ = {nk | k € Z} = {n, —n,2n,—2n,3n,—3n, ... }.
(i) Rasyonel sayilar kiimesi: Q = {% | a, beZ, b#0}.
(j) Pozitif rasyonel sayilar kiimesi: Q" = { r € Q| r > 0}.
(k) Sifirdan farkh rasyonel sayilar kiimesi: Q*.
(1) Reel sayilar kiimesi: R.
(m) Irrasyonel sayilar kiimesi: I.
(n) Pozitif reel sayilar kiimesi: RT.
(o) Sifirdan farkl reel sayilar kiimesi: R*.
(p) Kompleks (karmasik) sayilar kiimesi: C.

(r) Sifirdan farkli kompleks sayilar kiimesi: C*.

1
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1.1 Bagintilar

Bu kisimda “bagint1” kavrami tanimlanacak ve bagintilarin yansima, simetri, ters simetri ve
gecisme gibi bazi 6zellikleri incelenecektir. Ayrica denklik bagintilar: ve siralama bagintilar:
iizerinde durulacaktir.

Tanim 1.1.1 n > 2 bir tamsayr olmak tzere A1, As, ..., Ay kiimeleri verilsin. Ay X Ay X
... X Ay, kartezyen carpim kiimesinin her bir R altkiimesine A1, Ao, ..., A, tzerinde bir
n-li bagint1 denir. Eder R = () ise 0 zaman R ye bog bagmti, R = A; x As X ... x A,
ise o zaman R ye evrensel bagimti ady verilir.

A ve B iki kiime olmak tizere R C A x B ise R ye A dan B ye bir baginti, dzel olarak
R C A x A ise R ye A tizerinde bir bagint1 denir.

Tamim 1.1.2 A ve B iki kuime olmak tizere R C A x B olsun.

{a € A| (a,b) € R olacak sekilde bir b € B vardur}
kimesine R nin tanim kiimesi,

{b € B| (a,b) € R olacak sekilde bir a € A vardur}

kiimesine de R nin goriintii kiimesi adv verilir. Eger (a,b) € R ise o zaman a ile b
bagitilidir denir.

Uyar1 1.1.3 A ile B iki kilme ve A dan B ye bir bagmti R olsun. Eger (a,b) € R ise o
zaman a ile b nin bagintili olmas1 aRb seklinde de gosterilebilir. ¢

Ornek 1.1.4 A = {1,2,3,4} ve B = {z,y,z,w} olsun. R = {(1,9), (2, ), (2,w),(3,y)}
kiimesi A dan B ye bir bagintidir. R nin tamim kiimesi {1,2,3} gortinti kiimesi {z,y, w}
dur. A

Simdi bir kiime tizerinde tanimlh bagintilarin baz 6zelliklerini tanimlayalim.

Tanmim 1.1.5 R bir A kiimesi tzerinde tanimly bir bagintr olsun. Eger
(1) herx € A icin (z,z) € R ise 0 zaman R ye yansima Ozelligine sahiptir,

(2) (x,y) € R sartina saglayan her z, y € A i¢in (y,x) € R ise o zaman R ye simetri
ozelligine sahiptir,

(3) (z,y) € R ve (y,x) € R sartlarinu saglayan her z, y € A i¢in x = y oluyorsa R ye
ters (anti) simetri 6zelligine sahiptir,

(4) (z,y) € R ve (y,z) € R sartlarinu saglayan her z, y, z € A i¢in (z,z) € R ise o
zaman R ye gecisme ozelligine sahiptir denir.




1.1. Bagintilar 3

Ornek 1.1.6 A = {a,b, ¢} fizerinde tanimh
Ry = {(aa CL), (aa C)? (b7 b)v (C¢ a)> (Cv C)}

ve
Ry = {(av a’)v (CL, b)’ (b7 b)v (b’ C)}
bagntilarin g6z 6niine alalim. (a,a), (b,b), (¢, ¢) sirali ikilileri R; in eleman: oldugundan R;
yansiyandir. Fakat (c,c¢) ¢ Ry oldugundan Ry yansiyan degildir. R; bagmtisi simetrik ol-
masina ragmen (a, b) € Ry iken (b,a) ¢ R oldugundan Ry bagintisi simetrik degildir. Diger
taraftan (a,c), (c,a) € R; sartlarini saglayan a, ¢ € A i¢in a = ¢ olmadigindan R; bagintisy
ters simetrik degildir. Fakat (z,y) € Ry ve (y,z) € Ro sartlarim saglayan z, y € A var
olmadigindan Rp bagintisi ters simetriktir. Benzer sekilde R; bagintisi gegigsmeli olmasina
ragmen (a,b), (b,c) € Rg iken (a,c) ¢ Ry oldugundan Rs bagintis1 gegismeli degildir. A

1.1.1 Denklik Bagintilari

Bu kisimda denklik bagintis1 ad1 verilen ve bir kiimenin elemanlarini simflandirmaya yarayan
bagintilar ele alacagiz. Ayrica denklik bagintilar1 yardimiyla kiimelerin pargalanmalarinin
elde edilmesi tizerinde duracagz.

Tanim 1.1.7 Bir A kiimesi tzerinde tanymly bir R bagintist yansima, simetri ve gegisme
ozelliklerine sahip ise o zaman R ye A tizerinde bir denklik bagintisi denir.

Ornek 1.1.8 A= {1,2,3,4,5,6} kiimesi lizerinde tamimlanan
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6), (1,3),(1,6),(6,1),(6,3), (3, 1), (3,6), (2,4), (4,2)}

A tizerinde bir denklik bagintisidir. A

Tanim 1.1.9 R bir A kiimesi tizerinde tanimli bir denklik baginti olsun. Bir a € A i¢in
lalr = {z € A: zRa}

kimesine a nin R bagintisina gore denklik sinift denir. A tzerinde tanimiy R denklik
bagintisina gore bitin denklik siniflarinin kumes:

A/R=A{la]gr: a€ A}

seklinde gosterilir.

Uyar1 1.1.10 () # A kiimesi tizerinde taniml bir denklik bagmtis1 R ve a € A olsun. R
nin yansima ozelligi geregince aRa dir. Bu sebeple a € [a|g olup [a]g # 0 dir. Ayrica

a nin denklik smifi igin eger R yi belirtmek gerekmiyorsa [a]r yerine [a] veya @ gosterimi
kullanilabilir. ¢
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Ornek 1.1.11 A = {1,2,3,4,5,6} kiimesi {izerinde tanimh
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6), (1,3),(1,6),(6,1),(6,3),(3,1),(3,6),(2,4), (4,2)}

denklik bagintisina gore denklik simflart 1 = {1,3,6}, 2 = {2,4}, 3 = {1,3,6}, 4 = {2,4},
5 = {5}, 6 = {1,3,6} seklindedir. 1 =3 = 6 ve 2 = 4 oldugundan R denklik bagntisina
gore biitiin denklik simflar 1, 2 ve 5 ve boylece A/R = {1,2,5} dir. A

Teorem 1.1.12 () # A kimesi tizerinde tanaimli bir denklik bagintist R olsun.

(i) Herae€ Aigin a € [a]lgr ve A= | [a]r dir.
acA

(ii) a, b € A olmak izere aRb olmasi igin gerek ve yeter sart [a]r = [b]r olmasidar.
(iii) Eger a, b € A ise o zaman [a]g N [b]gr = 0 ya da [a]g = [b]r dir.

Teorem 1.1.13 () # A kiimesi tizerinde tanimly bir denklik bagintisy R olsun. Bu durumda
A/R kiimesi A man bir par¢alanmasidar.

Ornek 1.1.14 A= {1,2,3,4,5,6} kiimesi lizerinde tamimlanan
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6), (1,3),(1,6),(6,1),(6,3), (3, 1), (3,6),(2,4), (4,2)}

denklik bagitisina gore biitiin denklik simiflar1 1, 2 ve 5 oldugundan A/R = {1,2,5} kiimesi
A nin bir pargalanmasidir. A

1.1.2 Siralama Bagintilar:

Bu kisimda siralama bagintisi adi verilen ve bir kiimenin elemanlar: arasinda siralama yap-
maya yarayan bagintilar: inceleyecegiz.

Tanim 1.1.15 Bir A kimesi tzerinde tanymly = bagintist yanswyan, ters simetrik ve
gecismeli ise o zaman =< bagintisina A tizerinde bir kismi siralama bagintist denir ve
(A, =) ikilisine bir kismi sirali kiime ad: verilir.

Ornek 1.1.16 A = {1,2,3} olmak fizere P(A) iizerinde bir < bagmtis1 “ B < C olmasi
icin gerek ve yeter sart B C C' olmasidir ” geklinde tanimlansin. Bu bagint1 P(A) kiimesi
iizerinde yansiyan, ters simetrik ve gecismeli oldugundan bir kismi siralama bagintisidir. A

(A, <) kismi sirali sonlu bir kiime ve a, b € A olsun. a # b olmak tizere a < cve c X b
olacak gekilde bir ¢ € A bulunamiyorsa o zaman b ye ¢ nin ardili denir. A nin <
bagintisina gore ardil olan elemanlarinin dogru parcalar: ile birlestirilmesi sonucunda elde
edilen diyagramlara A nmin < bagintisina gére Hasse diyagrami denir.
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Ornek 1.1.17 A = {1,2, 3} kiimesi veriliyor. Bu durumda (P(A), C) kismi sirali kiimesinin
Hasse diyagrami

{1,2,3}

SN

{1,2} {1,3} {2,3}

o ]

{1} {T} {3}
0

seklindedir. A

Tamim 1.1.18 (A, <) kismi swraly bir kime olsun. Eger a, b € A i¢in a =< b veya
b = a ise o zaman a ve b elemanlar: kiyaslanabilir denir. Ejer A min her eleman ¢ifti
kwyaslanabilir ise o zaman =< bagintising bir tam (lineer) siralama bagintis1 denir ve
(A, =) ikilisine de bir tam (lineer) sirali kiime adz verilir.

Ornek 1.1.19 A = {1,2,3} kiimesi veriliyor. Bu durumda C bagmtis1 P(A) iizerinde bir
kismi siralama bagintisi olmasina ragmen tam siralama bagintisi degildir. Fakat C bagintisi
{0,{1},{1,2},{1,2,3}} tizerinde bir tam siralama bagintisidir. A

Tamim 1.1.20 (A, X) kismi swraly bir kime olsun. A man tam siraly her altkimesine bir
zincir ady verilir.

Ornek 1.1.21 A = {1,2,3,5,6,10,15,30} kiimesinin B = {1,2,6,30}, C = {1,5,15,30}
ve D = {1,2,10,30} altkiimeleri boliinebilme bagintisina gore birer zincirdir. A

Tamim 1.1.22 (A, =X) kismi suraly bir kiime, B C A ve ¢ € B olsun. Eger b < ¢ sartina
saglayan her b € B i¢in b = ¢ oluyorsa o zaman ¢ ye B nin bir minimal eleman1 denir.
Benzer sekilde ¢ < b sartine saglayan her b € B i¢in ¢ = b oluyorsa o zaman ¢ ye B nin
bir maksimal elemani denir.

Ornek 1.1.23 A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinde boliinebilme bagintisina gére minimal
elemanlarin kiimesi {2,3,5,7} ve maksimal elemanlarin kiimesi {6,7,8,9,10} seklindedir.
A
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Tanmim 1.1.24 (A, <) kismi swrale bir kiime, B C A ve m € B olsun. Eger her b € B
icin m X b ise 0 zaman m ye B nin minimum (en kiigiik) elemam denir. Ayrica her
b€ B i¢in b X m ise o zaman m ye B nin maksimum (en biiyiik) elemani denir.

Ornek 1.1.25 A herhangi bir kiime olmak iizere P(A) iizerinde bir < bagmtis1 “ B < C
olmast i¢in gerek ve yeter sart B C C'” ile tamimlansin. Bu durumda (P(A), C) kismi sirali
bir kiimedir. P(A) kiimesinin < bagintisina gore minimumu () ve maksimumu A dir. A

Tamim 1.1.26 (A, X) kismi siraly bir kiime olsun. Eger A nin bos kimeden farkly her
altkiimesinin minimumu varsa o zaman =< bagintisina iyi siralama bagintis: ve (A, <)
ikilisine de bir iyi sirali kiime adv verilir.

Ornek 1.1.27 (N, <) iyi sirali bir kiimedir. Fakat negatif tamsayilarin kiimesi en kiigiik
elemana sahip olmadigindan (Z, <) iyi sirali bir kiime degildir. A

Teorem 1.1.28 Iyi sirals her kiime tam siralidur.

1.2 Fonksiyonlar

Bu kisimda “fonksiyon” kavramimi tanimlayip birebir fonksiyon, orten fonksiyon, birim
fonksiyon gibi bazi fonksiyon cesitlerini ele alacagiz. Verilen fonksiyonlardan yeni bir
fonksiyon elde etmenin bir yolu olarak bilegke iglemi {izerinde duracagiz. Ayrica bir fonksiy-
onun tersi kavramini da inceleyecegiz.

Tamim 1.2.1 A ile B iki kiime ve A dan B ye bir bagints f olsun. Eger her a € A icin
(a,b) € f olacak sekilde bir tek b € B varsa o zaman f ye A dan B ye bir fonksiyon
denir ve f: A — B ile gosterilir. A kiimesine f nin tanim kiimesi, B kiimesine de f
nin deger kiimesi adi verilir. a € A igin (a,b) € f ise b ye a mn f fonksiyonundaki
goriintiisii denir ve b = f(a) seklinde gdsterilir.

Ornek 1.2.2 A = {1,2,3} ve B = {z,y,z,w} olsun. f; = {(1,9),(2,w), (3,y)} kiimesi
A dan B ye bir fonksiyondur. Fakat fo = {(1,2),(2, 2), (3,v), (2,2)} kiimesi verildiginde
birinci bilegeni 2 olan birden cok sirali ikili igerdiginden fo bagintisi iyi tamimli degildir. Bu
sebeple bir fonksiyon degildir. Diger taraftan f3 = {(1, z), (3, z) } kiimesinin tanim kiimesi A
olmadigindan f3 bir fonksiyon degildir. Fakat f3 bagintis1t A\ {2} den B ye bir fonksiyondur.
A
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Tamim 1.2.3 A ve B iki kiime, f: A — B bir fonksiyon olsun. X C A veY C B olmak
uzere

FX)={f(@) =€ X} ve fTH(Y)={ac Al f(a)eY}

kimelerine swraswyla X kimesinin f fonksiyonundaki goriintiisii ve Y kimesinin f
fonksiyonundaki ters goruntiisii denir. Ozel olarak X = A ise o zaman f(A) ya f
nin gorinti kiimesi denir ve Imf ile gosterilir.

Ornek 1.2.4 A = {a,b,c}, B = {x,y, 2} kiimeleri ve f = {(a,z), (b, ), (¢c,y)} fonksiyonu
veriliyor. D = {a,b} C A igin

f(D) ={f(d)| d € D} = {x}
Imf ={f(d)| de A} = {z,y}
seklindedir. Ayrica
FH{a}) = {a e Al (a,x) € f} = {a, b}
) ={ae A (a,2) e f} =0
dir. A

Tanmim 1.2.5 A ve B iki kiime, f: A — B ve g: A — B fonksiyonlar: verilsin. Eger her
a € A igin f(a) = g(a) ise o zaman f ve g fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve
f = g ile gasterilir.

Ornek 1.2.6 f:R—=R, f(n)=n? —1veg:R =R, gk) = (k—1)(k+ 1) seklinde
tammmlanan f ve g fonksiyonlarini goz oniine alalim. Her a € R igin f(a) = g(a) olup f =g
dir. A

1.2.1 Birebir ve Orten Fonksiyonlar

Bu kisimda fonksiyonlarin birebirlik ve ortenlik 6zellikleri ele alacagiz.

Tanim 1.2.7 A ile B iki kiime ve A dan B ye bir fonksiyon [ olsun. Eger x # y olacak
bigimde her x, y € A i¢in f(x) # f(y) ise, denk olarak f(x) = f(y) sartine saglayan her
x, y € A icin x =y ise o zaman [ ye bir birebir fonksiyon denir.

Ornek 1.2.8 A= {a,b,c,d}, B ={r,s,t,u,v} ve C = {x,y, 2} olsun. A dan B ye tammh
fi = {(a,s),(b,u),(c,v),(d,r)} fonksiyonunda A nin farkli elemanlarinin goriintiileri de
farkli oldugundan f; birebirdir. Fakat fo = {(a,s), (b,t),(c,s),(d,u)} fonksiyonu i¢in a
ve ¢ elemanlarinin goriintiisii s, yani fa(a) = fa(c) = s oldugundan fo fonksiyonu birebir
degildir. Ayrica C' nin eleman sayisi A nin eleman sayisindan kiigiik oldugu i¢in A dan C
ye birebir bir fonksiyon tanimlanamaz. A
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Tamim 1.2.9 A, B iki kiime ve f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger Imf = B, yani her
b€ B i¢inb= f(a) olacak sekilde bir a € A varsa o zaman f ye bir 6rten fonksiyon
denir.

Ornek 1.2.10 A = {1,2,3}, B = {z,y,z,w} icin f = {(1,9),(2,w), (3,y)} fonksiyo-
nunu gbz Ontline alahm. z, z € B elemanlar1 A daki elemanlarin goriintiileri olarak ifade
edilemediginden f; Orten fonksiyon degildir. Diger taraftan |A| < |B| olmasi sebebiyle
A dan B ye orten bir fonksiyon tammlanamaz. Fakat g = {(«,3),(y,1),(2,3), (w,2)} ile
tamimlh g: B — A fonksiyonu igin Img = {1, 2,3} = A oldugundan g 6rtendir. A

Tanim 1.2.11 Birebir ve orten olan bir fonksiyona birebir esleme denir. ‘

Teorem 1.2.12 A ve B sonlu kiimeler, |A| = |B| ve f: A — B bir fonksiyon olsun. f nin
birebir olmasi icin gerek ve yeter sart orten olmasidar.

Tanim 1.2.13 0 # A bir kime olsun. Her a € A i¢in is(a) = a seklinde taniml
ia: A — A fonksiyonuna A dzerinde birim fonksiyon denir.

Ornek 1.2.14 S = {1,2,3} tzerinde tamimh ig = {(1,1),(2,2),(3,3)} fonksiyonu S
tizerinde birim fonksiyondur. A

Uyar1 1.2.15 Keyfi bir A kiimesi iizerinde tanimli birim fonksiyon bir birebir eglemedir.
¢

1.2.2 Fonksiyonlarin Bilegkesi

Bu kisimda verilen fonksiyonlar yardimiyla yeni bir fonksiyon elde etmenin bir yolu olan
bilegke iglemini tanimlayacagiz.

Tanim 1.2.16 Bos kiimeden farkls A, B ve C kimeleri verilsin. f: A — B ve g: B —
C fonksiyonlar verildiginde her a € A igin (go f)(a) = g(f(a)) seklinde tanimlanan
go f: A— C fonksiyonuna f ve g nin bileskesi denir.

Ornek 1.2.17 A = {1,2,3,4},B = {a,b,c,d} ve C = {r,s,t,u,v} kiimeleri iizerinde
f: A— Bveg: B— C fonksiyonlar

f= {(Lb)v (2’d)7 (3,&), (47 a’)}’ 9= {(CL, u)’ (b,T), (C, T)? (dv 5)}

seklinde tanimli olsun. Bu durumda go f = {(1,7),(2, s), (3,u), (4, )} dir. A
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Uyar1 1.2.18 g o f bilegke fonksiyonunun tanimlh olmasi her zaman f o g bilegske fonksiyo-
nunun da tanimh olmasini gerektirmez. Ayrica f: A — B ve g: B — C fonksiyonlar
verildiginde g o f: A — C bilegke fonksiyonunu tanimlayabilmek i¢in f nin deger kiimesi
ile g nin tanmim kiimesinin ayni1 olmasi gerekmez. Eger f nin goriintii kiimesi ¢ nin tanim
kiimesinin bir altkiimesi ise go f: A — C bilegke fonksiyonu tanimlanabilir. ¢

Teorem 1.2.19 f: A — B ve g: B — C iki fonksiyon olsun.
(1) Eger f ve g birebir ise o zaman g o f birebirdir.

(ii) Eger f ve g orten ise o zaman g o f drtendir.

Sonug 1.2.20 f: A — B ve g: B — C fonksiyonlar: birebir esleme ise o zaman g o f
bileske fonksiyonu da bir birebir eslemedir.

1.2.3 Fonksiyonlarin Tersi

Bu kisimda bir fonksiyonun tersi kavramini tanimlayacagiz. Bir fonksiyonun tersinin var
olmasi igin gerek ve yeter sartlar: belirleyecegiz.

Tanim 1.2.21 R, A dan B ye bir bagintr olsun. B den A ya
R'={(b,a): (a,b) € R}

seklinde taniml R~' bagintisina R nin tersi denir.

Ornek 1.2.22 A = {1,2,3} ve B = {4,5, 6} kiimeleri verildiginde A dan B ye bir fonksiyon
f=A{(1,5),(2,4),(3,5)} olsun. Bu durumda

fil = {(57 1)7 (4’ 2)7 (57 3)}

B den A ya bir baginti olmasina ragmen bir fonksiyon degildir. A

Teorem 1.2.23 A ve B kiimeleri icin f: A — B bir fonksiyon olsun. f~' bagintisinan
B den A ya fonksiyon olmasy icin gerek ve yeter sart f nin bir birebir esleme olmasidar.
Ayrica f bir birebir esleme ise o zaman f~1 de bir birebir eslemedir.

Tanmim 1.2.24 A ve B kiimeleri icin f: A — B fonksiyonu verilmis olsun. Eger f bir
birebir esleme ise o zaman f~': B — A fonksiyonuna f nin tersi denir.
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Ornek 1.2.25 f: R\ {2} —» R\ {3}, f(z) = % seklinde tanimli birebir ve orten

fonksiyonu veriliyor. € R\ {3} icin f~!(z) i belirleyelim. 2 € R\ {3} i¢in (fo f~1)(z) ==
oldugundan

- - 3f ()
1 _ 1 _ —_
(fof ()= f(f (@)—W—x
esitligi elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa f~1(z): R\ {3} — R\ {2} fonksiyonu
2x
1 .
= 2
olarak elde edilir. A

1.3 Matrisler

Bu kisimda “matris” kavramini tanmimlayip bu kavramin bazi temel 6zelliklerini verecegiz.

Tamim 1.3.1 m, n € Z* olsun. Bir A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — R fonksiyonuna
R iizerinde m x n tipinde bir matris denir. A matrisinin girigleri A(3, j) = a;; dir.
Genellikle A matrisi icin

ail ai2 Aln

azy a2 a2n,
A= .

aml Am2 ... amp

seklinde m satiwr ve n sutundan olusan dikdortgensel gosterim kullanalor. Ozel olarak eger
n =m iSe 0 zaman

allr a2 o Qp

a1 a2 ... Q2p
A=

anl QAp2 ... Qapp

matrisine n X n tipinde kare matris ad: verilir.

Uyar1 1.3.2 n,m € Z" olsun. 1 <i <m ve 1 < j <n i¢in a;; € R olmak iizere m x n
tipinde bir A matrisi A = [a;j]mxn ile de gosterilir. ¢

Tamm 1.3.3 n, m, p, ¢ € Z* ve A = [aijlmxn, B = [bijlpxq de R dzerinde iki matris
olsun. Eger m =p, n = q ve heri,j icin a;; = b;j ise A ile B matrisleri esgittir denir.
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Uyar: 1.3.4 n, m € Z" olsun. R kiimesi iizerinde tanimli m x n tipindeki matrislerin
kiimesi My, xn(R) ile gosterilir. Eger m = n ise n x n tipindeki matrislerin kiimesi M, (R)
ile gosterilir. ¢

1.3.1 Matrislerde Toplama

Tamm 1.3.5 n, m € Z* ve A = [ai;], B = [bij] € Mpmxn(R) olsun. A ile B matris-
lerinin toplami [a;j]mxn + [bijlmxn = [@ij + bijlmxn ile tanembider.

Ornek 1.3.6 Myy3(Z) kiimesi iizerinde
3 -2 1 n 2 10 |5 -1 1
2 2 5 2 -1 7| |4 1 12
dir. A

Teorem 1.3.7 n,m € Z1 ve A = [aijlmxn, B = [bijlmxn, C = [Cijlmxn € Mmxn(R)
olsun.

(i) (A+B)+C=A+(B+(C) dir.

(ii) A+0=0+ A = A olacak sekilde 0 = [0ij]mxn € Mmxn(R) vardr.
(iii) A+ (—A) = (—A) + A =0 olacak sekilde —A = [~ai;lmxn € Mmxn(R) vardur.
(iv) A+ B=DB+ A dur.

1.3.2 Matrislerde Carpma

Tamm 1.3.8 m, n, p € Z* olsun. R dzerinde tanimls A = [aij]mxn ve B = [bijlnxp
n

matrisleri i¢in (i, j)-yinci bileseni Y a;xbg; olan m x p tipindeki matrise A ile B mat-
k=1

rislerinin carpimi ad: verilir.

3 -2
P 0 4 2 1 0 . ..
Ornek 1.3.9 A= 1 _3 ve B = [ 4 _3 7 } matrisleri icin
5 1
-2 9 —-14
16 —12 28
AB=1_10 10 -21
14 2 7

seklindedir. A



12 Boliim 1. Temel Kavramlar

Teorem 1.3.10 m, n, p, ¢ € Z" i¢in R dzerinde tanimlt A = [aijlmxn, B = [bijlnxp ve
C = [cijlpxq matrisleri verilmis olsun. Bu durumda A-(B-C) = (A-B)-C dir.

Teorem 1.3.11 m, n, p, ¢ € Z" i¢in R dzerinde tamiml A = [aijlmxn, B = [bijlnxp,
C = [cijlnxp ve D = [dij]pxq matrisleri verilmis olsun.

(i) A-(B+C)=(A-B)+(A-C) dir.

(ii) (B+C)-D=(B-D)+(C-D) dir.

Tanim 1.3.12 n€Z" vel <i,j5 <n igin

Gor — 1, 1=75 1se
Y10, i#£g ise

olmak ‘zere I, = [0ijlnxn seklinde tansmbdir. §;; ye Kronecker deltasi ade verilir.

n € Z* olmak iizere I,, matrislerinin matrislerin carpiminda énemli bir yeri vardir.

Teorem 1.3.13 m, n € ZT i¢in R tzerinde tanvmh A = [@ijlmxn matrisi verilmis olsun.
(1) I,- A=A dur.

(ii) A- I, = A dur.

Tanim 1.3.14 n € Z* i¢in A € M,(R) olsun. A- B = I,, olacak sekilde bir B € M, (R)
bulunabiliyorsa o zaman B ye A min carpmaya gore sag tersi denir. Benzer sekilde
B - A =1, olacak sekilde bir B € M, (R) bulunabiliyorsa o zaman B ye A nin ¢arpmaya
gore sol tersi denir. Eger A-B = B-A = I, olacak sekilde bir B € M, (R) bulunabiliyorsa
o zaman B ye A min ¢arpmaya gore tersi, A ya tersinir matris adr verilir.

Uyar1 1.3.15 n € Z" olmak iizere R {izerinde tanimli biitiin tersinir matrislerin kiimesi
GL,(R) ile gosterilir. A € M,(R) i¢cin A matrisinin determinant1 det(A4) ise o zaman
SLy(R) ={A € GL,(R)| det(A) = 1} geklindedir. ¢

1.4 Tamsayilar

Bu kisimda tamsayilarin bazi énemli 6zellikleri verilecektir. Tamsayilarda en biiyiik ortak
bolen kavrami tizerinde durulacaktir.
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1.4.1 Tamsayilarin Temel Ozellikleri

Onerme 1.4.1 (Carpmanin Sadelesme ézelligi) x, Yy, 2 € Z ve x # 0 olsun. Eger
yr = zx 1se y = z dir.

Onerme 1.4.2 (Sifir Boélensizlik ézelligi) x, Yy € Z olsun. Ejer xy =0 ise x = 0 veya
y =0 dor.

Onerme 1.4.3 Z tamsayilar kumesi tizerinde sadelesme 6zelligi ile sifir bolensizlik ozelligi
birbirine denktir.

Tanim 1.4.4 n > 2 tamsayst i¢in 1, T2, ..., T tamsayilarimn toplama
14+ x4t ta, =@ +r2t+Tp1) +

seklinde ardisik olarak tanimbdar.

Teorem 1.4.5 (Genellestirilmis Dagilma C)zelligi) n > 2 tamsayist Ve X1, T, ..., Tp, Y
tamsayilary i¢in
ylxr +xo+ -+ x,) =yx1 +yro + -+ ya,

ve
(x14+x24+ - FaR)y =21y + T2y + - + Tpy

dir.

Teorem 1.4.6 (Genellestirilmis Birlesme ézelligi) m,neZt,n>3vel<m<n
olmak tizere x1, x2, ..., T, tamsaylar: icin

(w1424 +2m) + (@Tmg1 FTmg2+ - FTp) =1+ F T F T+ F 2y

ve
(122« o ) (Tt 1Tmt2 -+ - Tp) = T1 e oo TpTipt1 - - - Ty
dir.

Tamm 1.4.7 0 # z € Z i¢in 2° = 1, herhangi bir x € Z i¢in ' = x ve 1 < n olmak
tizere z™t = "z seklinde tansmbdor.

Teorem 1.4.8 m, n € ZT vex, y € Z icin
(i) z™z" = 2a™mt"

Gi) () =2

(iii) (zy)™ =a™y™

dir.
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1.4.2 Tamsayilarda Bolme ve Ozellikleri

Teorem 1.4.9 (Boliim Algoritmasi) z, y € Z ve y # 0 olsun. Bu durumda x = qy + r
ve 0 < r < |y| olacak sekilde tek tirli belirli q, v € Z vardwr. x = qy + r yazbsinda q ya
boliim, r ye kalan ad: verilir.

Ornek 1.4.10 Teorem 1.4.9 da (i) z =13, y =5 almirsa 13 =5-2+ 3 ve 0 < 3 < 5 tir.
(ii) x = =13, y =5 almwrsa —13 =5-(—=3) +2 ve 0 <2 < 5 tir.
(iii) r =2, y=9 almrsa2=9-0+2 ve 0 <2 < 9 dur. A

Tanim 1.4.11 (Tamsayilarda Boliinebilme) a, b € Z olsun. Ejer a = bc olacak
sekilde bir ¢ € Z wvarsa o zaman b, a y1 boler ya da a, b ile boliiniir denir ve b | a ile
gosterilir. Eger b, a yi bélmiyorsa bu durum bt a ile gosterilir.

Uyar: 1.4.12 Her ¢ € Z igin 0 = Oc oldugundan 0 | 0 dir. Diger taraftan 0 # a € Z i¢in
0fa dir. Eger 0| a ise @ = 0 dur. ¢

Ornek 1.4.13 24 = 3.8 oldugundan 3 | 24 ve 54 = (—6)(—9) oldugundan —6 | 54 tiir.
Fakat 3117 ve —6 1 (—13) tiir. A

Teorem 1.4.14 a, b, c € Z icin
(i) £1|a ve xa|a dor

(i) a| £l & a = +£1 dir.

(iii) Eger a|bveb|c ise o zaman a | ¢ dir.
(iv) Egera|bwveb|a ise o zaman a = +b dir.
(v) Eger a|b ise o zaman +a | £b dir.

(vi) Egera|bwvealciseozaman her x, y € Z i¢in a | bx + cy dir.

Tanim 1.4.15 p > 2 bir tamsayr olsun. Eger p nin bélenleri sadece +1 ve £p ise o
zaman p ye bir asal say1 denir.

Tanim 1.4.16 a ve b her ikisi birden sifir olmayan iki tamsayr olsun. Bu durumda
(i) dezr,

(ii) d| a ved|b,

(iii) ce Ziginc|avec|bisec|d

sartlarima saglayan d tamsaysina a ile b nin en biiyiik ortak boleni ad: verilir ve (a,b)
veya ebob(a,b) ile gdsterilir.
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Teorem 1.4.17 Her ikisi birden sifir olmayan a ve b tamsaylarinin en biyik ortak boleni
d vardwr. Ayrica d = am + bn olacak sekilde m ve n tamsayilar mevcut olup bu yazilisa
sahip en kicik pozitif tamsayr d dir.

Teorem 1.4.18 (Euclid Algoritmasi) a, b € Z ve a > 0 olsun. Eger a | b ise o zaman
ebob(a,b) = a dur ve ebob(a,b) = 1-a+0-b dir. Eger atb ise o zaman Bolim Algoritmasi’nin
ard arda uygulanmasi, sonucunda bir s > 1 i¢in

b=qa+r, O<ri<a

a = qory + 1o, 0<rg<nr

r1 = q3r2 + 13, 0<re<m
Ts—2 = (sTs—1 + Ts, 0<rs <rs—1

T's—1 = (s+1Ts
egitlikleri elde edilir. ebob(a,b) sifirdan farkly son kalan olan rs ye egittir. rs = (a,b) =
xoa+yob esitligindeki xo ve yg degerleri her 1 < i < s i¢inr;, a ve b nin lineer kombinasyonu
olarak yazlarak elde edilebilir.

Ornek 1.4.19 Euclid algoritmasi yardimiyla 1492 ile 1776 nin en biiyiik ortak bolenini
bulalim.

1776 = 149214284
1492 = 284-5+72
284 = T72-3+68
72 = 68-1+4
68 = 4-17

olup sifirdan farkli son kalan 4 tiir. Bu sebeple ebob(1492,1776) = 4 tiir. Simdi ebob(1492,1776) =
1492m + 1776n olacak bicimdeki m ve n tamsayilarin1 bulalim. Yukaridaki egitliklerden

284 = 17761+ 1492 - (—1)

72 = 14921+ 284 (=5)
68 = 284-1+72-(-3)
4 = T72-1+468-(—1)

elde edilir. Sifirdan farkli son kalam iceren 72 = 68 - 1 4 4 esitliginden baglayarak 1776 =
1492 - 1 4 284 esitligine kadar her adimda kalanlarin yerine yazilmasiyla

4 = 721468 (—1)

7214 (2841472 (=3)) - (-1)
7244284 (1)

— (1492-1+284-(—5))-4+284-(—1)
1492 - 4 + 284 - (—21)

1492 - 4 4 (1776 - 1+ 1492 - (=1)) - (=21)
= 149225+ 1776 - (—21)
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m = 25 ve n = —21 bulunur. A

Tamim 1.4.20 Eger sifirdan farkle a ve b tamsayilary i¢in ebob(a,b) = 1 ise o zaman a
ile b aralarinda asaldir denir.

Teorem 1.4.21 a, b, ¢ € Z olsun. Eger a | bc ve ebob(a,b) =1 ise o zaman a | ¢ dir.

Teorem 1.4.22 (Euclid Teoremi) z, y € Z ve p bir asal say olsun. Eger p | xzy ise o
zaman p | x veya p |y dir.

Asagidaki teorem geregince 1 den biiyiik her tamsay: ya asal ya da asal sayilarin sonlu
bir carpimidir.

Teorem 1.4.23 (Aritmetigin Temel Teoremi) Her 1 < a € Z i¢in a = pip2...pr ve
p1 < pg < -+ < pp olacak bicimde p1, pa, ..., pr asal sayplary varder.

Uyar: 1.4.24 1 < a € Z olsun. Bu durumda

_.m1, m mi
a=pi'py’...p

olacak sekilde p1 < pg < --- < pi, asal sayilar1 ve mq, ma, ..., my € Z* vardir ve bu yazihs
carpanlarin sirasi farkiyla tek tirlidir. Bu yazilista 1 < ¢ < k i¢in m; ye p; nin kathiligi
adi verilir. ¢

Teorem 1.4.25 Sonsuz coklukta asal sayr vardar.
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