Bolum 3

Gruplar

Bu bolimde ilk olarak bir kiime iizerinde tanimli iglem kavramini ele alip iglemlerin bazi
ozelliklerini inceleyecegiz. Daha sonra kiimeler ve iizerinde taniml iglemlerden olusan ce-
birsel yapilarla ilgilenecegiz. “Grup” adi verilen cebirsel yapilar1 detayh bir sekilde incele-
meye baglayacagiz.

3.1 i§lemler

Bu kisimda “iglem” adi verilen 6zel bir fonksiyon cesidini ve iglemlerin 6nemli 6zelliklerini
inceleyecegiz.

Tamim 3.1.1 () # A bir kiime olmak tizere A x A dan A ya tanwml her fonksiyona A
kiimesi tzerinde bir (ikili) islem denir.

Wy

Ornek 3.1.2 Z tamsayilar kiimesi lizerinde bir “x” bagmntisini z xy = x + y — 1 olarak
tanmimlayalim. O zaman her x, y € Z i¢in x xy € Z dir. Eger x1 = x5 ve y; = y ise o
zaman

iy =x1+yr—l=x2+y2—1=maxys
elde edilir, yani “«” iyi tamimlidir. Bu nedenle “x” bagintis1 Z x Z den Z ye bir fonksiyon,
yani Z tizerinde bir iglemdir. A

Ornek 3.1.3 T tek tamsayilar kiimesi iizerinde z x y = & + y seklinde tammlansm. O
zaman 1, 3 € T i¢in 1x3 =4 ¢ T oldugundan “x”, T kiimesi iizerinde bir iglem degildir. A
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Tanim 3.1.4 A= {aj,az,...,a,} kimesi dzerinde * iglemi verilsin. Bu durumda
* ai a9 A,
a1 | ap*xa; ajp*as a1 * ap
as | ag *x a1 as * as as * ap
a; | a; *xa1  a; % as a; * an
Gn | p * a1 ap * as A * Ay,
tablosuna A kimesinin * islemine gore islem tablosu veya Cayley tablosu denir.

Ornek 3.1.5 G = {1,—1,4,—i} C C kiimesinin kompleks sayilarin bilinen ¢arpma iglemine
gore iglem tablosu

IR
1) 1 -1 i —i
-1|-1 1 —i
il oio—io -1 1
—i| —i i 1 -1

Tablo 3.1: G = {1,—1,i, —i} nin Islem Tablosu
seklindedir.

Simdi islemlerin bazi temel 6zelliklerini inceleyelim.

Tanim 3.1.6 0 # A bir kiime ve A tzerinde bir x iglemi verilsin.

“y

(1) B C A olmak tizere eger, her x, y € B i¢in x xy € B ise o zaman “

kimest uzerinde kapalilik 6zelligine sahiptir,

1slemi B
(2) herz, y, z€ Aiginxx(y*z) = (zxy)*z ise o zaman * iglemi A kiimesi tzerinde
birlesme 06zelligine sahiptir,

(8) herz, y € Aicin xxy =y*x ise o zaman * islemi A kimesi tizerinde degisme
ozelligine sahiptir denir.

Ornek 3.1.7 Z kiimesinde iki tek tamsayimin toplami bir tek tamsayi olmadigindan 1" =
{2k + 1| k € Z} tek tamsayilar kiimesi tamsayilarin bilinen toplama iglemine goére kapali
degildir. Ancak iki tek tamsayimnin ¢arpimi yine bir tek tamsayi oldugundan 7" tamsayilarin
bilinen ¢arpma iglemine gére kapalidir. Diger taraftan 2Z = {2k| k € Z} ¢ift tamsayilar
kiimesi tamsayilarin bilinen toplama ve carpma iglemlerine gére kapalidir. A
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Ornek 3.1.8 Z fizerinde z *y = 2 +y — 1 ile tammlanan = islemi icin

zx(yxz) = z*x(y+z—1)
= z+y+z—1-1
= z+y—1+2z-1

= (xxy)*2z
oldugundan * iglemi Z ilizerinde birlesme 6zelligine sahiptir. Ayrica x sy = +y —1 =
y+x —1=yx*z oldugundan x iglemi Z iizerinde degisme 6zelligine sahiptir. A

(1%

Ornek 3.1.9 7 tamsayilar kiimesi iizerinde z * y = 2 — y ile tammlanan “«” iglemi
verildiginde (5% 3) %2 # 5% (3% 2) oldugundan * iglemi Z iizerinde birlesme 6zelligine sahip
degildir. Benzer sekilde 53 # 35 oldugundan * iglemi Z {izerinde degisme 6zelligine sahip
degildir. A

Simdi bir kiimenin iizerinde tanimli bir igleme gore “birim elemam” kavramini inceleyelim.

Tamim 3.1.10 () # A bir kiime ve A tzerinde bir “«” islemi verilmis olsun. Ejer e € A
olmak 1tizere, her x € A icin
exr =1

ise 0 zaman e ye A min * iglemine gore bir sol birim elemanai; ejer f € A olmak tzere,
her z € A i¢in
rxf=ux

ise o zaman [ ye A kiimesinin * islemine gore bir sag birim elemani denir.
Eger e € A olmak tizere, her x € A i¢in

r*e=exr ==

ise o zaman e ye A kiimesinin x islemine gore bir birim elemani denir.

Ornek 3.1.11 Z iizerinde

mon=|m|-n
seklinde tanimlanan “o” iglemine gore iki sol birim eleman vardir. Ciinkii her n € Z igin
hem

lon=|[1l-n=1-n=n
hem de
(-)on=|—-1-n=1-n=n

dir. Yani (—1)on =1on =n dir.
Benzer sekilde Z tizerinde

men=nm-|n|

seklinde tanimlanan “e” iglemine gore iki sag birim eleman vardir. A
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Ornek 3.1.12 Z tamsayilar kiimesi {izerinde
rhy=ax+y—1

geklinde tanimlanan “@®” iglemine gore birim eleman 1 dir. A

Ornek 3.1.13 () # X bir kilme ve A, B € P(X) olsun. AAB = (AUB)\ (AN B) seklinde
tanmimlanan “A” iglemine gore birim eleman (), A ® B = AN B seklinde tanimlanan “®”
islemine gére birim eleman X dir. A

Gy

Teorem 3.1.14 A bir kiime olmak tzere; “«”, A tizerinde tanimly bir islem olsun. Eger
A mn x iglemine gore birim elemany var ise tektir.

Simdi tizerinde tanimli bir igleme gére birim elemana sahip olan kiimelerde “bir elemanin
tersi” kavramini tanimlayalim.

Tanim 3.1.15 () # A bir kiime ve A tizerinde bir “¢” islemi verilsin. A kiimesinin x
islemine gore birim elemant e olmak tizere, a € A i¢in

axb=c¢e

olacak sekilde bir b € A wvarsa o zaman b ye a min x islemine gore bir sag tersi denir.
Benzer sekilde, eger
bxa=ce

olacak sekilde bir b € A varsa o zaman b ye a nin x iglemine gore bir sol tersi denir.
Eger
axb=bxa=e

olacak sekilde bir b € A varsa o zaman b ye a nin * iglemine gore bir tersi adi verilir.

Ornek 3.1.16 Z iizerinde z @ y = x4+ y — 1 seklinde tanimlanan & islemine gore birim
eleman 1 dir. Bir x € Z nin “@” iglemine gore bir tersi f ise o zaman x dt=x+t—1=1
olupt =2 —x € Z dir. A

Ornek 3.1.17 Kompleks sayilarm bilinen ¢arpma iglemini G = {1,-1,4,—i} C C kiimesi
iizerinde ele alalim. G nin bu ¢arpma iglemine gore birim elemani 1 olup —1 in tersi —1, ¢
nin tersi —¢ ve —¢ nin tersi ¢ dir. A



3.2. Gruplar 5

3.2 Gruplar

Bu kisimda iizerinde bir iglem tanimh kiimeleri ve bu islemlerin sagladigi bazi 6zellikleri ele
alacagiz. Bir kiime ve tlizerinde tanimli iglemi tarafindan olusan cebirsel yapilardan “grup”
adi1 verilenleri detayli bir sekilde inceleyecegiz.

Tamim 3.2.1 () # C bir kiime olmak tizere x1,%3,...,%,; C tzerinde taniml islemler
olsun.
(C,%1,%2, « -« y *n)

(n + 1)-lisine bir cebirsel sistem ads verilir.

Ornek 3.2.2 Matrislerin bilinen toplama ve carpma iglemleriyle (Ma(R), +, -) iicliisii bir
cebirsel sistemdir. A

Simdi “grup” adi verilen ve cebirsel sistemlerin 6énemli bir Ornegini tegkil eden yapilar:
incelemeye baslayalim.

Tanim 3.2.3 0 # G kiimesi tizerinde bir iglem * olsun. Eger
(1) * iglemi G kiimesi tzerinde birlesme ozelligine sahip ise,
(2) G kiimesi % igslemine gore birim elemana sahip ise,
(3) G kiimesindeki her elemanin * igslemine gore G ig¢inde tersi var ise

o zaman (G, *) ikilisine bir grup ady verilir.

Tamim 3.2.4 (G, x*) bir grup olmak izere eger her x, y € G igin x *xy = y * x ise o
zaman G ye bir degismeli veya abelyen grup denir.

Uyar: 3.2.5 (G, x) ikilisi bir grup olarak tanimlanmis olsa da, pratikte iglem belirtilmeden
(akilda tutularak) G kiimesine bir grup denir. ¢

Ornek 3.2.6 Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama iglemine gore degismeli bir gruptur. A

Ornek 3.2.7 Qg = {1,-1,4,—1,7,—j,k, —k} kiimesini gtz oniine alalim.
ii=jj=kk=—1,ij=k=(—5)d, jk=i=(—k).j, ki=j=(—i).k

seklinde tamimlanan igsleme gore (Js in iglem tablosu incelendiginde Qg in bu isleme gore
birim elemaninin 1 oldugu goriiliir. Ayrica her elemanin tersi var olup (g kiimesi verilen
carpma iglemine gére bir gruptur. Bu gruba kuaterniyonlar grubu adi verilir. Diger
taraftan i.j = k, fakat j.i = —k oldugundan bu grup degismeli degildir. A
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Ornek 3.2.8 Z kiimesini bilinen carpma islemi ile géz éniine alahm. Z nin carpma iglemine
gore tersi mevcut olan elemanlari sadece £1 oldugundan Z kiimesi bilinen ¢carpma iglemiyle
bir grup degildir. A

Ornek 3.2.9

(1)

(2)
(3)
(4)

0 # n € Z olmak tizere
nZ ={nk | k€ Z}

kiimesi tamsayilarin toplama islemine gore degismeli bir gruptur.
@ bilinen toplama islemiyle degismeli bir gruptur.
C bilinen toplama iglemine gore degismeli bir gruptur.

Q* kiimesi bilinen ¢arpma iglemine gore degismeli bir gruptur.

(5) R* bilinen ¢arpma iglemine gore degismeli bir grup olmasina ragmen toplama iglemine

gore bir grup degildir. A

Teorem 3.2.10 G bir grup olsun.

(1)

(2)
(3)

(4)
(5)

(6)

G nin birim elemani tektir. Birim eleman genellikle carpimsal gruplarda e veya 1 ile
toplamsal gruplarda ise 0 ile gosterilir.

Eger ¢ € G i¢in cc = ¢ ise 0 zaman ¢ = e dir.

Her x € G i¢in x in tersi tektir. Genellikle x in tersi carpymsal gruplarda x=' ile

toplamsal gruplarda ise —x ile gosterilir.

Her x € G igin (x=4) =1 = x dir (toplamsal gruplar i¢in —(—z) = x tir).

1

Herx, y € G igin (xy)~! =y~ Lot dir (toplamsal gruplar i¢in —(z+y) = (—y)+(—2)

tir).

a, x, y € G olmak tizere ejer ax = ay ise o zaman x =y dir (toplamsal gruplar i¢in
a+x=a+y ise o zaman z=y dir). Bu dzellige soldan sadelesme 06zelligi denir.
Benzer sekilde a, x, y € G olmak tzere ejer xza = ya ise o zaman x =y dir (toplamsal

gruplar i¢in © + a = y + a ise o zaman z=y dir). Bu ozellige sagdan sadelesme
ozelligi denir.

Ornek 3.2.11 M5(R) matrislerin toplama iglemine gore bir degismeli gruptur. Grubun

birim elemani [

0

0 0

a b C .. .| —a —=b .
] ve [ ¢ d ] matrisinin toplamaya gore tersi [ e —d ] dir.

Fakat Ms(R), matris ¢arpimina gore bir grup degildir. Ciinkii Ma(R) kiimesi [ 8 8 ],

1 2 - . . .. . .
[ 5 10 ] gibi ¢arpma iglemine gore tersi olmayan elemanlar igerir. A
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Ornek 3.2.12 n > 1 bir tamsay1 olmak iizere,
Zn=1{0,1,2,...,n—1}
kiimesi bilinen toplama iglemine gore bir grup, fakat ¢carpma iglemine gore bir grup degildir.

Eger
U(n)={3|s€Z, ve (s,n) =1}

ise zaman U(n) ¢arpmaya gore degigmeli bir gruptur. A

Gruplar: “sonlu” ve “sonsuz” gruplar olmak iizere iki sinifa ayiracagz.

Tamim 3.2.13  Eger bir G grubu sonlu sayida elemana sahip ise (yani kardinalitesi
sonlu ise) o zaman G ye bir sonlu grup, aksi halde sonsuz grup adi verilir. G nin
kardinalitesine G nin mertebesi denir ve o(G) veya |G| ile gosterilir.

Ornek 3.2.14 Z, grubunun mertebesi n, yani |Z,| = n dir. Diger yandan (Z,+), (Q,+)
gruplar1 sonsuz grup ornekleridir ve |Z| = |Q| = Ry dir. Ayrica (R, +) da sonsuz bir gruptur
ve |R| = ¢ dir. A

Ornek 3.2.15 F; Q, R, C ya da Zy (p bir asal say1) olmak iizere, M(F') matrislerin
toplama iglemine gore bir grup, fakat ¢arpma iglemine gore bir grup degildir. Bu durumda

A= [ CCL Z ] € My(F) matrisinin determinant: detA = ad — be dir.

GL(Q,F):{[Z Z}]a, b, ¢, d e F ve ad —be # 0}

dir. O zaman GL(2, F)) matrislerin ¢arpma islemine gore degismeli olmayan bir gruptur.
Eger A, B € GL(2,F) ise o zaman det(AB) = detA - detB oldugundan AB € GL(2,F)
dir. Boylece matris carpimi GL(2, F') tizerinde de bir islemdir. Carpma igleminin birlesme

ozelligine sahip oldugu gosterilebilir. Birim eleman [ (1) (1) ] ve [ CCL Z } € GL(2,R) mat-

risinin tersi
d —b
ad —bc ad— be

—c a
ad —bec ad— be

dir (Eger F' = Z, ise o zaman elamanlarin {izerinde ¢izgiler ¢ekilir). GL(2, F') grubuna F'
tizerindeki genel lineer grup denir.

Eger
SL(Q,F):{[CCL Z]|a, b, ¢, de€ F ve ad —bc =1}

olarak tanimlanirsa o zaman SL(2, F') matrislerin ¢arpma iglemine gore degismeli olmayan
bir gruptur. SL(2, F') grubuna F' iizerindeki 6zel lineer grup denir. A
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Teorem 3.2.16 () # G bir kiime olsun. Eger G kiimesi tizerinde birlesme ézelligine sahip
bir x islemi verilmis ise o zaman asagidaki onermeler birbirine denktir.

(1) (G, %) bir gruptur.

(ii) Her a, b € G i¢in axx = b ve y *x a = b denklemlerinin G iginde x, y tek ¢ozimleri
vardar.

Tanim 3.2.17 G bir grup, n > 2 bir tamsaiyn olsun. ai,ao,...,a, € G olmak tzere her
1<k<n—11¢n
a1ag . ..apagy+1 = (a1a2 . ak)ak+1

seklinde ardisik olarak tanimbdar.

Teorem 3.2.18 (Genellestirilmis Birlesme 6zelligi) G bir grup, n > 2 tamsayist igin
ai,as,...,a, € G olsun. 1 < m < n sartim saglayan her m € Z™ i¢in

(a1ag ...am)(amt1 ---an) = ajag...ay

dir.
Ay, Ao, ..., A, gruplar olmak lizere
Ay X Ag x -+ X Ay = {(a1,a2,...,a,)| 1 <i<nigina; € 4;}
kiimesini géz ontine alalim. Aj; x Ay x- - - x A, kiimesi iizerinde “-” iglemi her (a1, a9, ..., ay),

(b1,ba,...,bp) € Ap X Ag X -+ X Ay, igin

(al,ag,. . .,an) . (bl,bg, .. .,bn) = (albl,agbg, e ,anbn)

geklinde tanimlanirsa o zaman A; x Ag X --- x A,, 7 i§lemine gore bir gruptur. Birim
eleman (e4,,€4,,...,€4, ) e (a1,a2,...,a,) € Ap X Ay X -+ x A elemanmin “” iglemine
gore tersi (al_l, Qy v, a,!) dir. Burada en énemli noktalardan biri, her 1 < i < n igin a;b;
de A; nin igleminin gézoniine alimmasidir (toplama, ¢arpma vb) Ay x Ay X -+ - x A,, grubuna
A1, Ag, ..., A, gruplarinin (dig) direkt carpimi (toplami) denir. Eger Al, Ag, ..., Ap
gruplar: toplamsal ise o zaman bazen A X Ag X -+ - X A, yerine A1 ® Ay - - - B A, gosterimi
kullanilabilir.

Ornek 3.2.19 Zy ® Zy = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)} (dig) direkt toplammm birim eleman
(0,0) dur. (Z,7) € Zy®Zy nin tersi (—7, —7) dir. Ornegin (I, 1) elemammnm tersi (=1, —1) =
(1,1) dir. Zg @ Zy grubuna Klein 4-grubu denir. A

Ornek 3.2.20 U(8) x U(10) = {([1]s, [1]10), ([1]s, [3]10), ([1]s, [7]10), ([1]s, [910), ([3]s, [1]10),
([3]s, [3]10)), ([3ls: [7]10). ([3]s, [9]10): ([5]s, [L]10), ([5]s: [3]10), ([5]s: [7]10). ([5]s, [9]10), ([7]s, [1]10),
([7s,[3]10), ([7]8, [7]10), ([7]s, [ l10)} (d1§) direkt carpiminin birim eleman ([1]s,[1]10) dur.
(x,y) € U(8) x U(10) nn tersi (z~1,y~1) dir. Ornegln ([5]s, [1]10) in tersi ([5];1, [1]101)

([5 ] [1]10) dir. A



3.2. Gruplar 9

Simdi gruplarda elemanlarin kuvvetlerinin (toplamsal gruplarda “tamsay1 katlarinin”) nasil
hesaplanacagini gorelim.

Tanim 3.2.21 G bir grup ve a € G olsun. a® = e, a' = a ve her k € Z% icin a*

a=® = (a™N)* seklinde tanvmlanar. Toplamsal gruplarda ise Oa = 0, la = a ve her k € Z+
icin (k+1)a = ka + a, (—k)a = k(—a) seklindedir.

1 = gka,

Ornek 3.2.22 G = Zg = {0,1,2,3,4,5} degismeli grubunu goz ontine alalim. 3 -2 =

24242 =0dir. Ayrica (—2) -2 = (—2) 4+ (—2) = 2 dir. Benzer sekilde G = {1, 1,4, —i}
A

carpimsal grubunda 2 =i-i=—1vei 3 =4"1.i71. 471 = dir.

Teorem 3.2.23 G bir grup ve a, b € G olsun. O zaman her m, n € Z* icin
(i) a™a™ = a™*" (toplamsal gruplarda ma + na = (m + n)a) dir,
(ii) (a™)™ =a™ (toplamsal gruplarda m(na) = (mn)a) dir.

(iii) Eger G bir degismeli grup ise o zaman (ab)™ = a™b" (toplamsal gruplarda n(a + b) =
na + nb) dir.
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