Bolim 4

Altgruplar

Bu boliimde verilen bir grubun altkiimelerinden hangilerinin grubun islemine gére grup
yapisina sahip oldugunu arastiracagiz.

4.1 Altgruplar

Bu kisimda bir grubun altkiimelerinin altgrup olmasi icin gerek ve yeter sartlar: belirleyecegiz.

Tanim 4.1.1 (G,x*) ve (H,A) gruplar olsun. Eger
(1) HCG,
(2) hera, be H icinaAb=axb ise

o zaman H ya G nin bir altgrubu denir ve H < G seklinde gosterilir. Eger H < G wve
H # G ise o zaman H ya G nin bir 6z altgrubu denir ve H < G seklinde gdsterilir.

Ornek 4.1.2 G bir grup, G nin birim elemamn e olmak fizere {e} ve G altkiimeleri G' nin
birer altgrubudur. A

Tanim 4.1.3 G bir grup, G nin birim elemani e olmak tzere {e} altgrubuna G nin
agikar altgrubu denir.

Ornek 4.1.4 Her n € Z i¢in nZ kiimesi Z nin bir altgrubudur. A

Ornek 4.1.5 G = GL(2,R), girigleri reel say1 olan 2 x 2 tipindeki tersinir matrislerin grubu
olmak tizere
H={Ac G| det(A) =2}
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altkiimesi verilmis olsun. A, B € H igin
det(AB) = det(A) det(B) =2-2=4

oldugundan verilen kiime matrislerin ¢arpma iglemine gore kapali degildir. Diger bir deyisle
Tanim 4.1.1 deki aAb = ab ¢ H dir. Bu sebeple H altkiimesi G nin bir altgrubu degildir.
A

Ornek 4.1.6

Zg = {0,1,2,3,4,5}

grubunun A = {0,3} ve B = {0, 2,4} altkiimeleri toplama iglemine gore grup olma sartlarini
sagladiklarindan A ve B altkiimeleri Zg nin birer altgrubudur. A

Simdi verilen bir grubun bir altkiimesinin altgrup olmasi gerek ve yeter gartlari verelim.

Teorem 4.1.7 G bir grup ve ) # H C G olsun. H min G nin bir altgrubu olmast i¢in
gerek ve yeter sart

(i) herz, y€ H i¢in zy € H,
(ii) her x € H i¢in = € H olmasidar.
Toplamsal gruplar igin Teorem 4.1.7 deki (i) ve (ii) sartlar1 agagidaki bigimde olur:
(i) Her z, y € H igin z +y € H dir.
(ii) Her x € H i¢in —z € H dur.

Teorem 4.1.8 G bir grup ve 0 # H C G olsun. H < G olmast i¢in gerek ve yeter sart
her x, y € H i¢in xy~t € H (toplamsal gruplarda x —y € H) olmasidar.

Ornek 4.1.9 3Z = {3k : k € Z} kiimesini goz 6niine alalim.

(i) 3Z C Z oldugu kolayca gosterilebilir.
(ii) 0 =3-0 olacak sekilde 0 € Z var oldugundan, 0 € 3Z dir. Bu sebeple 3Z # () dir.

(iii) =, y € 3Z olsun. O zaman x = 3k; ve x = 3ks olacak sekilde ki, ko € Z vardir.
x —y = 3ky — 3ke = 3(k1 — ko) € 3Z dir.

Bu sebeple 3Z < Z dir. Fakat 1 ¢ 3Z oldugundan 3Z < Z dir. A

Teorem 4.1.10 G bir grup ve ) # H C G olsun. Ejer H sonlu ve G grubunun islemine
gore kapal ise o zaman H < G dir.
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Ornek 4.1.11

U(7) =1{1,2,3,4,5,6}
kiimesinin ¢arpma iglemine gére bir grup oldugunu biliyoruz. Simdi G nin bog olmayan
sonlu H = {1,2,4} altkiimesini goz oniine alalm. H nin ¢arpma iglemine gore kapal
oldugu Tablo 4.1 den kolaylikla goriilmektedir. O halde Teorem 4.1.10 geregince H < G
dir.
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Tablo 4.1: H = {1,2,4} nin Islem Tablosu A

Ornek 4.1.12 G = R* bilinen carpma islemine gore bir gruptur. I irrasyonel sayilar
kiimesini gostermek tizere

H:={zeGlz=1yadazecl}

ve
K:={ze(Glz< -1}

seklinde tanimlansin. O zaman /3 € H olmasina ragmen v/3 - v/3 = 3 ¢ T oldugundan H,
G nin bir altgrubu degildir. Ayrica —2 € K olmasina ragmen (—2)~! ¢ K oldugundan K
da G nin bir altgrubu degildir. A
Ornek 4.1.13 G bir grup olsun.

Z(G)={a€G: herz e G igin ax = za dir }

kiimesine G nin merkezi adi verilir. Z(G), G grubunun bir altgrubudur (Gosteriniz). A



	Altgruplar
	Altgruplar


