Bolum 5

Permutasyon Gruplar:

Bu béliimde sonlu bir kiimenin permiitasyonlarii aragtiracagiz. Oncelikle “permiitasyon”
kavramini tamimlayip baz Ozelliklerini inceleyecegiz. Ayrica bir grup tlizerinde tanimli
eslenik olma bagimtisin1 ve bu baginti sonucunda ortaya ¢ikan denklik siniflarim ele alacagiz.

5.1 Permiitasyonlar

Tamim 5.1.1 Bir ) # A kiimesi tzerinde tanvmly bir birebir ve orten fonksiyona (yani
birebir eslemeye) bir permiitasyon denir.
Her n pozitif tamsayuse igin I, = {1,2,...,n} olmak izere I,, izerinde tansmlanan biitin
permutasyonlarin kiimesi Sy, ile gosterilir.

Ornek 5.1.2 f: R — R fonksiyonu f(z) = 3z — 5 ile tanimlansin. O zaman f bir birebir
esleme oldugundan f fonksiyonu R iizerinde bir permiitasyondur. A

Tanim 5.1.3 f € S, ve r bir pozitif tamsayr olmak tzere J := {iy,ia, -+ ,i,} C I
olsun. Eger

flin) =ia, f(i2) =43, -+, flir—1) =dr, f(ir) =141
ve her j € I, \ J i¢in f(j) = j ise o zaman f fonksiyonuna uzunlugu r olan bir devirli
permiitasyon adi verilir ve f = (i1,142,- -+ ,i,) seklinde gdsterilir.

Ornek 5.1.4 f=1(1,5,6,9,4) € S1p uzunlugu 5 olan bir devirli permiitasyondur. Burada

f(l):57 f(5):67 f(6):97 f(9):4’ f(4)=1vef(2):2, f(3)23a f(7):77 f(8):
8, f(10) = 10 dur. A
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Uyar: 5.1.5 45, : I, — I, birim fonksiyonu bir birebir egleme oldugundan i;, € S, dir.
i1, ye birim permiitasyon denir ve genellikle (1) seklinde gosterilir, yani iy, = (1) dir. ¢

Ornek 5.1.6 I3 kiimesi iizerinde tanimh biitiin permiitasyonlar1 belirleyelim. Ilk olarak
I3 kiimesi iizerindeki farkli permiitasyonlarin sayisini hesaplayalim. f bir birebir esleme
oldugundan f(1) igin 3 farkli se¢im, f(2) igin 2 farkh segim ve f(1) igin de tek bir se¢im s6z
konusudur. Bu nedenle I3 kiimesi tizerindeki farkli permiitasyonlarin sayis1 3-2-1=3! =6
dir. Bu fonksiyonlardan biri I3 tizerinde tanimli birim fonksiyondur ve birim fonksiyon
yukarida belirtildigi gibi (1) seklinde gosterilir. Bir « : I3 — I3 permiitasyonu verildiginde
bu permiitasyon

‘“:<aé>aé>aé>>

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda I3 tizerinde tanimli biitiin permiitasyonlar

m=(1 5 5)=m a=(y35)=e3 a=(,13)-02

1 2 3 1 2 3 1 2 3

seklindedir. Sonug¢ ?7? geregince ¢ = 1,2,3,4,5,6 igin a; permiitasyonlarinin herhangi
bilegkesi de I3 kiimesi iizerinde tanimlh bir permiitasyondur. Simdi

oo — 1 2 3 . 123\ (1 2 3
@1 3 2 23 1)\ - - -
bilegke fonksiyonunu nasil belirleyecegimizi gorelim.

(042 o Oé5)(1) = 042(045(1)) = 042(2) =3

(g 0a5)(2) = ag(a5(2)) = a(3) =2
(az0a5)(3) = az(as(3)) = az(1) =1

oo (123 (1 23\ _(123)_
@2e05=11 3 9 231) \321)™%"

diir. Sonug olarak I3 kiimesi iizerindeki biitiin permiitasyonlarin kiimesi

oldugundan

Sz ={(1),(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}

seklindedir. A
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Teorem 5.1.7 Her n pozitif tamsayisy i¢in Sy, fonksiyonlarin bileske iglemine gore bir
gruptur. Bu gruba simetrik grup denir.

Uyar: 5.1.8 S, nin elemanlariyla caligirken bilegke iglemi kullanilmasina ragmen kolaylik
olmasi i¢in “o” gosterimini genellikle kullanmayacagiz, yani f, g € .S, i¢in fog yerine kisaca
fg yazacagz. ¢

Simdi dénme ve yansimalar yardimiyla ele edilen gruplar ele alahm ve bu gruplarn
permiitasyonlar ile ifade edelim.

Tanim 5.1.9 n > 3 tamsayst i¢in n kenarl dizgin bir cokgenin tim donme ve
yansimalarimin olusturdugu gruba dihedral grup denir ve D, ile gosterilir.

Cokgenin bir kogesi A olmak iizere, O merkezi ve A dan gegen dogruya gore yansimay1
b, 0° lik dénmeyi 1, 3%0 derecelik donmeyi (saatin déonme yoniiniin tersi kullanmilabilir) a
ile gosterecek olursak; n tane dénmeyi 1,a,...,a" !
seklinde ifade edebiliriz. Boylece D,, in biitiin elemanlari a ve b nin kuvvetlerinin ¢arpimi
olarak elde edilmis olur. Kolayca a™ =1, b> =1 ve b~ 'ab = a~! oldugu gosterilebilir. Bu
bagmtilar, grubun herhangi iki elemaninin carpimmin kuralini belirler. Gercekten ba’ =
a=Ib ve (a'b)(a’b) = a’ba’b = a’a~7bb = a'~J olur. Sonug olarak

ve n tane yansimay1 b,ab,...,a" " 'b

D, ={e,a,d®,...,a" 1 b ab,db,...,a" " 'b}

seklinde ifade edilen bir gruptur.
Simdi karenin simetri grubu olan D, dihedral grubunu bir permiitasyon grubu olarak
nasil ifade edecegimizi gorelim.

Ornek 5.1.10 Karenin biitiin dénme ve yansimalarmdan olugsan Dy dihedral grubunu be-
lirleyelim.

do v dq

Figure 5.1: Karenin Simetrileri
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Karenin hig hareket etmemesi birim permiitasyon (1) ile temsil edilir.

Karenin O merkezi etrafinda saatin donme yoniiniin tersine 90° dénmesini « = (1,2, 3,4)
ile gosterelim. a? = (1,3)(2,4) (kareye iki kez o déniigiimiinii uygulama) ile O merkezi
etrafinda saat yoniiniin tersine 180° dénme aymdir. Benzer bicimde o = (1,4,3,2), O
merkezi etrafinda saat yontiniin tersine 270° déonme ile aynidir.

h yatay ekseni etrafinda bir yansimay1 5 = (1,4)(2,3); d; kosegenine gore yansimay1 v =
(2,4); v dikey eksenine gore yansimay1 6 = (1,2)(3,4) ve dy kdsegenine gore yansimayi
¢ = (1,3) ile gosterelim.

Bu durumda G = {e,a,a? a3, 3,7, ¢,6} kiimesi fonksiyonlarm bilegke islemine gore bir

gruptur. Burada v = af3, § = a?8, ve ¢ = o oldugu kolaylikla goriiliir. Bu gruba octic
grup adi verilir. A

5.2 Permiitasyonlarin Ozellikleri

Bu kisimda permiitasyonlarinin ozelliklerini inceleyerek simetrik gruplar hakkinda daha
fazla bilgi sahibi olacagiz.

Tanmim 5.2.1 @ # A bir kiime ve o0 € S(A) olsun. a € A olmak tzere eder o(a) # a ise
o zaman o, a Yy hareket ettirir denir.

Uyar1 5.2.2 Eger f = (i1,42, -+ ,i,) ise 0 zaman f, {i1,i2, - ,i,} kiimesinin digindaki
elemanlar: hareket ettirmez. ¢

Tanim 5.2.3 0 # A bir kime ve o, 7 € S(A) olsun. Eger o ve T permitasyonlarinin
ayne anda hareket ettirdigi ortak bir eleman yoksa, yani o(a) # a sartine saglayan her
a € A igin 7(a) = a ve 7(b) # b sartine saglayan her b € A i¢in o(b) = b ise o zaman o
ve T permitasyonlar, ayriktir denir.

Ornek 5.2.4 o = (1,5,8), 7 = (4,3,9) € Sy i¢in o ve 7 ayrik permiitasyonlardir. Fakat
v = (1,3,5,8), § = (4,3,9,5) € Syp icin v ve & ayrik permiitasyonlar degildir, ¢iinkii
v(3) =5# 3 ve 0(3) =9 # 3 tiir. Yani v ve § min her ikisi de 3 i hareket ettirir. A

Tamim 5.2.5 a € {1,2,3,...,n} ve f € S, olmak iizere f*(a) = (1) sartinr saglayan
en kiigiik k pozitif tamsaysy icin {a, f(a), f2(a), f3(a),..., fF"1(a)} kimesine a nin f
permitasyonu altindaki yoriingesi (orbiti) denir.

Uyar: 5.2.6 ¢, j € {1,2,3,...,n} olmak lizere “i ~ j olmasi i¢in gerek ve yeter gart i ile j
nin ayn yoriingede olmasidir” bagmtisi bir denklik bagimntisidir. Bu bagmnt1 {1,2,3,...,n}
kiimesini denklik simiflarina ayirir. ¢
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- 1 23 45 6 7 8 . e
Ornek 5.2.7 Sgde f = 398 1576 4 ) permiitasyonunu goz oniine alalim.
f(1) =3, f2(1) = 8, f3(1) = 4 ve f4(1) = 1 oldugundan 1 in yoriingesi {1,3,8,4}

kiimesidir. Burada 1, 3,8 ve 4 ayn yorungede olduklarindan denklik siniflar1 aynidir. Yani,
1, 3, 8 ve 4 iin yoriingeleri de {1,3,8,4} kiimesidir. f permiitasyonu 2 ve 5 elemanlarin
sabit biraktigindan yoriingeler {2} ve {5} dir (f = (1,3,8,4)(2)(5)(6,7) olduguna dikkat
ediniz). A

Onerme 5.2.8 Birimden farkly her permiitasyon ayrik devirlerin ¢arpvma olarak tek tirli
yazilabilir.

123 45 6 789
3826 7 4915
alalim. f yi ayrik devirli permiitasyonlarin ¢arpimi olarak yazalim.

Ornek 5.2.9 Sy da f= > permiitasyonunu goz oniine

fy =3 f4) =6 fG) =7
o =08 =2 fF4) = f6) =4 6 = f71) =9
£y o= /2 = 8 FP6) = f9) = 5
i = f6) =1

oldugundan f = (1,3,2,8)(4,6)(5,7,9) bigiminde yazilir. A

Uyar1 5.2.10 Bir permiitasyon birebir ve 6rten oldugundan tersi mevcuttur. S, icerisinde
her permiitasyon ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazilabileceginden, 1 < ¢ < k igin f;
ler ayrik devirler olmak tizere f = fifs...fr seklinde yazilabilir. j = 1,2,...,k icin
fj = (i1,i2,- - ,4,) permiitasyonunun tersi fj_1 = (i1, 4pyir_1, - ,i2) dir. O halde f~1 =

Ft A A dir ¢
n > 3 olmak tizere S,, simetrik grubu genel olarak degismeli degildir.

Ornek 5.2.11 f = (1,3,2,4),9 = (1,7,6,2) € Sy olsun. fgve gf ¢carpimlarini hesaplayalim.

o AN
127 1.7 1l 9.3
79616 3 1.9 9.4
62901 .y 9o L 49y
3 9.3 1.9 PR
P AR 7t 9.4
9 9.1 1.3 61622
5.5 7.5 5.5 9.5
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oldugundan fg = (1,3,2,4)(1,7,6,2) = (1,7,6,4)(2,3) ve gf = (1,7,6,2)(1,3,2,4) =
(1,3)(2,4,7,6) bulunur. Sonug olarak fg # gf dir. A

Teorem 5.2.12 Ayrik devirlerin ¢carpimi degismelidir. Yani f, g € Sy, iki ayrik devir ise
o zaman fg= gf dir.

‘Tanlm 5.2.13 Uzunlugu iki olan devirli bir permitasyona transpozisyon adi verilir. ‘

Uyari 5.2.14 Bdylece bir transpozisyon (i1,42) seklindedir. Ayrica (iy,i2) "t = (i1,12) ve
(i1,i2)? = (1) dir. ¢

Ornek 5.2.15 (1,8), (10,20), (1,10) € S birer transpozisyondur. A

Uyar1 5.2.16 r > 2 olmak tlizere
(i1,82, ..., ip) = (i1,%r) - .- (i1,13) (41, 02)

ya da
(11,12, ... ir) = (i1,12)(i2,43) - . . (ip—1, %)

oldugundan uzunlugu 1 den biiyiik her devirli permiitasyon transpozisyonlarin carpimi
olarak yazilabilir. ¢

Onerme 5.2.17 Her permiitasyon transpozisyonlarin ¢arpima olarak yazilabilir.

Ornek 5.2.18 Sg de f = (1,3,2,4) ve g = (1,7,6,2) permiitasyonlarimin c¢arpimini
gozoniine alahm. fg = (1,7,6,4)(2,3) = (1,4)(1,6)(1,7)(2,3) diir. Diger taraftan, fg =
(1,4)(1,6)(1,7)(1,2)(1,3)(1,2) dir. Boylece fg hem dort hem de alt1 transpozisyonun
carpimi seklinde yazilabilir. A

Devirli bir permiitasyonun transpozisyonlarin carpimi olarak yazilisi tek tiirlii degildir.
Fakat her bir yazilista yer alan transpozisyonlarin sayisinin tekligi veya ciftligi degismez.

Lemma 5.2.19 Eger her 1 <1 < r icin o; ler transpozisyon olmak tzere
01...0p = (1)

ise o zaman r bir ¢ift tamsayrdir.
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Sonug 5.2.20 Eger bir permiitasyon ¢ift (tek) sayida permitasyonun ¢arpima olarak ifade
edilebiliyorsa o zaman bu permiitasyonun her transpozisyonlarinin carpima olarak yazilima
cift (tek) sayrda transposizyon icerir. Sembollerle ifade edersek, eger oy (1 < i < r) ve B;
(1 <j< s) birer transpozisyon olmak tzere o = ... = B1...0Bs ise 0 zaman ya r ve S
(her ikisi birden) ¢ift ya da tek tamsaylardur.

Tanim 5.2.21  Bir permiitasyonun transpozisyonlarinin carpima olarak yazilisindaki
transpozisyonlarim sayist ¢ift ise bu permiitasyona cift permiitasyon, aksi halde tek
permiitasyon ad: verilir.

Ornek 5.2.22 Sg de f =(1,3,2,4) = (1,4)(1,2)(1,3) oldugundan f tek permiitasyondur.
Diger taraftan S,, de (1) = (1, )( ,2) oldugundan (1) cifttir. A

Teorem 5.2.23 S, de ¢ift permiitasyonlarin kiimesi S, nin bir altgrubudur ve bu altgrubun
eleman sayise n!/2 dir.

Tanim 5.2.24 S, simetrik grubunun c¢ift permitasyonlardan olusan altgrubuna alterne
grup adu verilir ve A, ile gosterilir.

Ornek 5.2.25 S, simetrik grubunun altgrubu olan A4 = {(1), (1,2,4), (1,4,2), (1,2)(3,4),
(17 2, 3)7 (1> 4, 3)7 (27 3, 4)7 (17 3)(27 4)7 (L 3, 2)7 (11 3, 4)7 (27 4, 3)7 (1? 4 (2? 3)} seklindedir. A

Simdi bir grup iizerinde tanimlanan ve “eglenik olma bagintis1” olarak adlandirilan
onemli bir denklik bagintisini verelim ve bu denklik bagintisi sonucunda ortaya ¢ikan denklik
siiflarini belirleyelim.

Tamm 5.2.26 G bir grup olsun. a, b € G olmak iizere ejer b = xax™' olacak sekilde
bir x € G wvarsa o zaman a ile b esleniktir denir. G tizerinde “a ~ b olmasi i¢cin
gerek ve yeter sart a ile b eslenik olmasidir” seklinde tanimlanan bagintiya eslenik olma
bagintisi1 ad: verilir.

Teorem 5.2.27 G bir grup olmak izere G uzerinde tanymlanan eglenik olma bagintisy bir
denklik bagintisidar.

Tanim 5.2.28 G bir grup olsun. a, g € G olmak tizere b := gag™" elemanina a nan bir
eslenigi ve cl(a) = {gag™!| g € G} kiimesine a nin eslenik smifi denir.

Ornek 5.2.29 S5 ={(1),(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)} simetrik grubunda
cl((1,2,3)) = {0(1,2,3)07 ' : 0 € S3} = {(1,2,3),(1,3,2)}
c((1,2) = {o(1,2)0 7 s 0 € S3} = {(1,2),(1,3),(2,3)}

seklindedir. Tahmin edilebilecegi gibi cl((1,2,3)) ve cl((1,2)) swasiyla (1,2,3) ve (1,2) nin
eglenik siniflaridir. Benzer gekilde diger eslenik siniflar1 da bulunabilir. A
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Uyar1 5.2.30 Devirli permiitasyonlarin esleniklerini hesaplamak oldukga kolaydir:

o €5, i¢in
U(ilv 12,0y Z‘r)ail = (U(il)ﬂ U(i2)7 e ,U(Z}))

dir. Boylece 7 € S, ayrik devirlerin ¢arpimi olarak 7 = 772 ...7, seklinde ise o zaman
oro t = (oo (oo ) (om0 t) dir ve 1 < i < rigin o7;0 ! yukanidaki gibi hesaplanir.
Boylece o701 y1 hesaplama problemi aslinda or;o0~! lar1 hesaplayip bileskelerini almaktan
ibarettir. ¢

Ornek 5.2.31 S, simetrik grubunda o = (1,3,2) ise

0(1,2,4,3)0 ! = (0(1),0(2),0(4),0(3)) = (3,1,4,2)
dir. A
Onerme 5.2.32  Simetrik grupta ki devirin eglenik olmasu igin gerek ve yeter sart ayni

devir tipine sahip olmalaridar.

Ornek 5.2.33 S5 de (1,2,3)(4,5) ile (1,4,5)(2,3) permiitasyonlar1 devir tipleri ayni
oldugundan egleniktirler. Fakat (1,2,3) ile (4,5) permiitasyonlar1 eglenik degildir. A

Tamim 5.2.34 n € Z* olsun. ny >ng > --->n, ven =n1 +ng + -+ n, kosullarina
saglayan (ni,ng,...,n,) dogal saylar dizisine n nin bir ayrisim (pargalanmasi) denir
ve n nin tum ayrisggmlarinin sayisy p(n) ile gosterilir.

Ornek 5.2.35 2 nin tiim ayrgimlar (2) ve (1,1) oldugundan p(2) = 2, 3 {in tiim ayrigimlar
(3), (2,1) ve (1,1,1) oldugundan p(3) = 3 diir. 4 iin tiim ayrisumlar (4), (3,1), (2,2), (2,1,1),
(1,1,1,1) oldugundan p(4) = 5 dir. 5 in tim ayngimlan (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1),
(2,1,1,1), (1,1,1,1,1) olup p(5) = 7 dir. A

Uyar1 5.2.36 S,, simetrik grubunun eglenik simiflarini belirlemek i¢in asagidaki yol izlenir:

(1) n nin ayrigimlar belirlenir.
(2) Bu ayrigimlara kargilik gelen temsilci permiitasyonlar bulunur.

(3) Herbir eglenik sinifinda temsilci eleman ile ayni devir tipine sahip elemanlar yer alir.

¢
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